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Rozum je nepochybné slaby, kdyZ se poméruge
svym nikdy nekoncicim ukolem . . .
Presto vytvory intelektu preZivaji rusné se Zenouct generace
a stoleti za stoletim siri svétlo a teplo.
Utéseni touto myslenkou vratme se v téchto neklidnych dnech
k pamdtce Newtonove, ktery byl dan lidstvu pred tremi sty lety.

Albert Einstein, vanoce 1942,
esej ,Isaac Newton“ v The Manchaster Guardian,
cesky v knize Z mych pozdéjsich let, 1995, str. 147







Obsah

TTi knihy 15
1 KNIHA PRVNI:

Teoretickd mechanika v klasické formulaci 19

Pifedmluva a podékovani 21

Cast I. MECHANIKA HMOTNYCH BODU 25

1 Newtonovska mechanika 27

1.1 Hlavni pojmy, pfedpoklady a omezeni klasické mechaniky . . . . . . 27

1.2 Newtonovy pohybové zdkony . . . . .. ... .. ... ... ..... 28

1.3 Od Newtona k analytické mechanice . . . .. ... ... ... .... 30

2 Newtonovy rovnice s vazbami 32

2.1 Vazby a jejich klasifikace . . . . . . . . .. .. ... ... 32

2.2 Lagrangeovy rovnice I. druhu . . . . . .. .. ... 35

2.2.1 Vice hmotnych bodd a vice vazeb. . . . . . . ... ... ... 39

2.3 D’Alembertiv princip mechaniky . . . . ... ... .. .. ... ... 41

2.4 Princip virtudlni prédce . . . . . . ... Lo oL o 44

3 Lagrangeuv formalismus 46

3.1 Popissystému . . . . . . . ... 46

3.1.1 Zavedeni zobecnénych soufadnic . . . .. .. ... ... ... 47

3.1.2 Konfigura¢ni prostor a zobecnéné rychlosti . . .. ... ... 48

3.2 Odvozeni Lagrangeovych rovnic II. druhu . . . . ... .. ... ... 49

3.2.1 Nejjednodussi situace . . . . . . . ... oo 49

3.2.2 Nejobecnéjsi situace . . . . . . . ..o oo 51

3.2.3 Potenciél a Lagrangeova funkce . . . . . . ... .. ... ... 53

3.2.4 Zobecnény potencidl . . . . ... ..o Lo 54

3.2.5 Priklad: ¢astice v centrdlnim poli . . . . . . .. ..o 55

3.3 Reseni pohybovych rovnic a integraly pohybu . . . . ... ... ... 58



3.4 Pohyb vpolicentralnisily . . . ... ... ... ... .. .......
3.4.1 Pohyb planet aneb Keplerova tloha . . . . . ... ... ...
3.4.2 Historicka vsuvka z rudolfinské Prahy . . ... ... ... ..
3.4.3 Metoda efektivniho potencidlu . . . . .. ... ... ... ..
3.4.4 Rozptyl nabitych ¢astic . . . .. .. ... ... L.

3.5 Problémdvoutéles . . . .. .. ... ..

3.6 Problém tiitéles . . . . .. .. ... Lo o

4 Hamiltonuv variaéni princip
4.1 Zaklady variaéniho poctu . . . . . . ... ... L.
4.1.1 Historické tlohy . . .. ... .. ... . oL
4.1.2 Matematicky aparat . . . . . .. ... ...
4.1.3 Reseni historickych aloh . . . . . . ... ... .........
4.2 Formulace Hamiltonova varia¢niho principu . . . . . .. .. ... ..
4.2.1 Hamiltontuv varia¢ni princip v teorii pole . . . .. ... ...
4.3 Teorém Emmy Noetherové . . . . . . .. ... ... ... .. .....
4.4 Kalibrac¢ni transformace a kalibracni pole . . . .. ... .. ... ..

5 Hamiltonuv formalismus
5.1 Zékladni pojmy Hamiltonova formalismu . .. ... ... ... ...
5.1.1 Kanonickd hybnost . . . . .. ... ... o Lo
5.1.2 Fazovy prostor . . . . . . . ... ..o
5.1.3 Hamiltonova funkce . . .. ... ... .. ... ...
5.2 Hamiltonovy kanonické rovnice . . . . . .. .. ... ...
5.3 Shrnuti a hlubsi geometricky nahled . . . . .. ... .. ... ....
5.4 Klasické priklady . . . . . . .. ... L oo
5.5 Poissonovy zadvorky . . . . . .. ...
5.5.1 Definice a algebraické vlastnosti . . .. ... ... ... ...
5.5.2 Fundamentalni Poissonovy zavorky . . . . . . .. ... . ...
5.5.3 Poissonovy zavorky a integraly pohybu. . . . . ... ... ..
5.6 Uziti Hamiltonova formalismu ve fyzice . ... ... ... ... ...
5.7 Kanonické transformace . . . . .. ... ..o,
5.7.1 Podminky kanoni¢nosti transformace . . . . . . ... ... ..
5.7.2 Jak prakticky zjistit, zda transformace je kanonicka . . . ..
5.7.3 Dulezité vlastnosti kanonickych transformaci . . . . ... ..
5.8 Hamiltonova—Jacobiho teorie . . . . . . .. .. ... 0oL,
5.8.1 Shrnuti postupu, metody feSeni a piiklad . . ... ... ...
5.8.2 Dalsi teoretické aspekty Hamiltonovy—Jacobiho teorie

Cast II. MECHANIKA TUHEHO TELESA

6 Kinematika tuhého télesa
6.1 Vektory atenzory . . . .. .. ... ... ...
6.2 Relativita otad¢ivého pohybu . . . . . . ... ... o oL
6.3 Zavedeni thlové rychlosti . . . . . .. ... oL oL



OBSAH 9
6.3.1 Skladani thlovych rychlosti . . . . .. ... ... ... .... 143

6.4 FEulerovy thly a Eulerovy kinematické rovnice . . . . . . . . .. ... 144
6.5 Zrychleni v neinercidlni soustavé . . . . ... ... ..., 145

7 Dynamika tuhého télesa 147
7.1 Tenzor setrvacnosti . . . . . . . . .. L L 147
7.2 Eulerovy dynamické rovnice . . . . . . .. ... oL 151
7.3 Odvozeni pomoci Lagrangeova formalismu . . . . . . ... ... ... 152

8 Aplikace: setrvacniky 155
8.1 Volny setrvaénik (bezsilovy) . . . . . . ... ... L 155
8.2 Setrvac¢nik se tfenim . . . . . . .. ..o 157
8.3 Tézky symetricky setrvacnik s pevnym bodem . . . . . . . . ... .. 159
Cast III. MECHANIKA KONTINUA 163
9 Rovnice struny a jeji reseni 165
9.1 Odvozeni rovnice pro pfi¢né kmity struny . . . . . .. .. ... ... 165
9.2 Lagrangeova funkce struny . . . . . . . ... ... Lo 166
9.3 Podélné kmity struny . . . . .. ... 168
9.4 ReSenirovnice Struny . . . . . . . . . ... 169
9.4.1 Metoda d’Alembertova . . . . . .. ..o 169

9.4.2 Metoda Bernoulliho-Fourierova . . . . . . ... .. ... ... 170

9.4.3 Priiklad na Fourierovy fady . . ... ... ... ... ..... 172

9.5 Dalsi okrajové podminky: volny konec, tieni . . . . . . . . ... ... 173
9.5.1 Strunasvolnymikonci. . ... ................. 174

9.5.2 Odrazy na koncich struny v d’Alembertové metodé . . . . . . 175

10 Mechanika kontinua 177
10.1 Lagrangetiv a Eulervpopis . . . . . .. ... ... .. ... ... .. 177
10.1.1 Deformacni tenzory . . . . . . . .. . . ... ... .. ..., 180

10.1.2 Tekouci materidlovy objem . . .. . ... ... .. ... ... 182

10.2 Sily objemové a plosné popsané Cauchyho tenzorem napéti . . . . . 184
10.2.1 Podminky rovnovahy kontinua . . . . .. ... ... ... .. 186

10.2.2 Formalni ekvivalence objemovych a plosnychsil . . . . . . .. 187

10.3 Zakladni rovnice pro pohyb kontinua . . . . . . ... ..o 188
10.3.1 Rovnice kontinuity . . . . . . . .. .. ... L. 188

10.3.2 Pohybovarovnice. . . . . .. ... .. oL 189

10.3.3 Symetrie tenzoru napéti . . . . . . .. .. ... L. 189

10.3.4 Rovnice pro vnitini energii . . . ... .. ... ... ... 190

10.3.5 Rovnice proentropii . . . . . . .. .. ... ... ... ... 190

10.4 Popis materiadla v teorii kontinua . . . . . .. .. ... .. ... ... 190
10.4.1 Tekutiny . . . . . . ... L 191

10.4.2 Pevnélatky . . . . . . .. ..o 192

10.5 Dokonald tekutina . . . . . ... ... o oo 193
10.5.1 Vlny v dokonalé tekutiné . . . . ... ... ... ... ... 194



10 OBSAH

10.5.2 Nevifivé proudéni a Bernoulliho rovnice . . . . . .. . .. .. 194
10.6 Proudéni vazké tekutiny, Navierova—Stokesova rovnice . . . . . . .. 196
10.6.1 Geometricky podobnd proudéni a turbulence . . .. ... .. 196

11 KNIHA DRUHA:

Teoretickad mechanika v jazyce diferencialni geometrie 201
Predmluva a podé&kovani 203
1 Zaklady diferencialni geometrie 205
1.1 Variety a zakladni objekty nanich . ... ... ... ... ... ... 205
1.1.1 Pojem variety M . . . . . . ... 205

1.1.2 Funkcenavarieté. . . . . . . .. ... ... .. 209

1.1.3 Krivkynavarieté . . . . . . . ... Lo Lo 210

1.1.4 Vektory navariet€ . . . ... .. .. ... ... ... ... 211

1.1.5 Formy na varieté . . . . . . . ... ... ... L. 213

1.2 Teény bandl TM a koteény bandl T*":M . . . .. ... ... ..... 217
1.2.1 Fibrovany prostor . . . .. ... .. ... ... .. 218

1.3 Vektorové pole X a jeho integralni k¥ivky v(¢) . . . . .. .. ... .. 220
1.4 Tok ®; generovany vektorovym polem . . . .. .. ... ... .... 222
1.4.1 Zobrazeni push-forward a pull-back . . . . . . . . .. .. ... 222

1.4.2 Zobrazeni pull-back pro obecné tenzorové pole . . . . .. .. 224

1.4.3 Lietv prenos funkce, vektoru a formy . ... ... ... ... 226

1.5 Lieovaderivace &, . . . . . . . ... ... o 227
1.6 Lieova zavorka [X,Y] . . . .. .. ... 230
1.7 Diferencidlni 2-formy a jejich vztah k 1-formam . . . . . ... .. .. 233
1.8 Diferencidlni p-formy . . . . . . .. ... L o 239

2 Geometricka formulace Lagrangeovy mechaniky 242
2.1 Fazovy portrét a dynamické vektorové pole . . . . ... . ... ... 242
2.2 Fundamentilni geometrické objekty Lagrangeova formalismu . . . . 246
2.3 Dynamicka vektorova polena TQ . . . . . . .. ... .. ... .. .. 247
2.4  Geometrickd podoba Lagrangeovych rovnic . . . .. ... ... ... 248
2.5 Teorém Emmy Noetherové . . . . . . .. .. ... ... ... ..... 251

3 Geometricka formulace Hamiltonovy mechaniky 255
3.1 Legendreova dudlni transformace . . . . .. ... ... ... ..... 255
3.2 Jednotné souradnice na T*Q a symplektickd matice . . . . . . .. .. 259
3.3 Geometrickd podoba Hamiltonovych rovnic . . . . ... .. .. ... 261
3.4 Fazovy prostor coby symplekticka varieta . . . . ... ... ... .. 263
3.5 Poissonovy zavorky geometricky . . . . .. .. ..o oL 265
3.6 Hamiltonova verze teorému Emmy Noetherové . . . .. .. ... .. 266
3.7 Kanonické transformace geometricky . . . . . . ... ... ... ... 267

3.8 Invariance symplektické formy . . . . . . .. ... oo 269



OBSAH 11
3.9 Liouvilleovavéta . . . . . ... ... .. o 269
3.10 Poincarého invarianty . . . . . ... ... .. oL 273

A Lagrangeovska vektorova pole 275
A.1 Dynamicka vektorovd polena TQ . . . . . . ... ... .. ... ... 275
A.2 Geometricka formulace poli druhého fadu . . . . . .. .. ... ... 277

B Dalsi vlastnosti teéného bandlu TQ 278
B.1 Symplekticka strukturana TQ . . . . .. ... .. .. ... .. ... 278
B.2 Hamiltonovska dynamikana TQ . . . .. .. .. ... ... ..... 280

C Casové zavislé hamiltoniany 284
C.1 Geometrické objekty na rozsifeném fazovém prostoru . . ... ... 285
C.2 Pohybové rovnice a vztah k ¢asové nezavislé mechanice . . . . . . . . 286
C.3 Casové zavislé kanonické transformace . . . . .. ... ... ..... 291
C.4 Hamiltonova—Jacobiho teorie geometricky . . . . .. ... ... ... 294

Shrnuti hlavnich pojmi a notace 296

Anglicky slovniéek 299

III KNIHA TRETI:

Teoreticka mechanika v prikladech 303

Predmluva a podé&kovani 305

1 Newtonovska mechanika 307
1.1 Céstice odpuzovand silou . . . . . . . .. . ... 309
1.2 Projektil vystieleny ze Zemé. . . . . . . . ... ... 311
1.3 Brzdicilod . . ... ... . ... 314
1.4 Harmonicky oscilator . . . . . . . . . ... Lo o 315
1.5 Matematické kyvadlo . . . . . .. ... ..o oL 316
1.6 Malé kmity v obecném potencidlu. . . . . .. ... ... ... 318
1.7 PAad tunelem napfi¢ Zemi . . . ... .. ... ... L. 319
1.8 Rozmotavanilanka . . . . . .. ... oo oo 320
1.9 Buquoyova tloha z roku 1814 . . . . . . ... ... 322
1.10 Poyntingtiv—Robertsonuv efekt . . . . . ... ... ... 325

2 Newtonovy rovnice s vazbami 327
2.1 Bod v parabolickém korytku. . . . . . .. .. ... 330
2.2 Napéti v zadvésu matematického kyvadla . . . . . ... ... ... .. 331
2.3 Bod na zrychlujici naklonéné tycce . . . . .. ... ... ... .. 332
2.4 Bod v priseciku koule s rovinou. . . . .. ..o oo 333
2.5 Pohyb po pohybujicim se klinu . . . . . ... ... ... 0. 334
2.6 Bod v prisecikudvourovin . . . . ... Lo 336



12 OBSAH
2.7 Kutdlenimince . . . . . . . .. . L 337
2.8 d’Alembertav princip . . . . . . ... 338
2.9 Rovnovéha tyCe se zavazim . . . . . .. ... ... L. 339
2.10 Rovnovéha tyce v parabolickém korytku . . . . . ... ... ... .. 340

3 Lagrangeuv formalismus 343
3.1 Kmity pruziny . . . . . . . .. 348
3.2 Kyvadlo s protizavazim . . . . . ... ... oL oL 349
3.3 Cykloiddlni kyvadlo . . . ... ... ... . o 350
3.4 Eliptické kyvadlo . . . . . . . ... o 352
3.5 Dvojkyvadlo. . . . . . .. L 355
3.6 Ampérovatloha . .. ... ... 357
3.7 Kyvadlo s proménnou délkou . . ... ... ..o 359
3.8 Pohyb zavazi spojeného s bodem obihajicim po desce . . . . . . . .. 360
3.9 Binettv vzorec: dipélova porucha . . . . . . ... oL 362
3.10 Newtonovsky potenciél s kvadrupélovou poruchou . .. .. ... .. 364
3.11 Staceni perihelia v obecném sférickém poli . . . . . . . ... ... .. 365
3.12 Rychlosti planety obihajici poelipse . . . ... ... .. ... .... 367
3.13 Zobecnény potencidl elektromagnetickéhopole. . . . . . .. ... .. 368
3.14 Zobecnéna energie ¢astice v elektromagnetickém poli . . . . . . . .. 370

4 Hamiltontv formalismus 371
4.1 Hamiltonova funkce ¢astice v elektromagnetickém poli . . . . . . .. 377
4.2 Céstice v homogennim elektrickém poli. . . . . . .. .. ... .. .. 378
4.3 Céstice v homogennim magnetickém poli . . . . . . . .. ... .. .. 379
4.4 Harmonicky oscildtor . . . . . . ... oo oo 380
4.5 Hamiltonova funkce ve sférickych souradnicich . . ... ... .. .. 381
4.6 Hamiltonova funkce s logaritmem . . . . . . .. ... ... ...... 382
4.7 Poissonovazavorka . . . . . . ... Lo oo 383
4.8 Fundamentalni Poissonovy zavorky . . . . . ... .. ... ... 383
4.9 Poissonovy zavorky slozek momentu hybnosti . . . . .. .. ... .. 385
4.10 Poissonova zavorka velikosti momentu hybnosti . . . . . .. . .. .. 387
4.11 Integraly pohybu . . . . . . . . . ... o 387
4.12 Kanonické transformace . . . . . . ... ... L L. 388
4.13 ReSeni harmonického oscildtoru . . . . . . . .. ... .. .. ... .. 389
4.14 Generujici funkce kanonické transformace . . . . .. .. ... .. .. 390
4.15 Poissonovy zavorky a kanonické transformace . . . . .. .. ... .. 392
4.16 Hamiltonova—Jacobiho teorie: harmonicky oscildtor . . . . . . . . .. 393
4.17 Hamiltonova—Jacobiho teorie: §ikmy vrh . . . . ... .. .. ... .. 395
4.18 Hamiltonova—Jacobiho teorie: pohyb v centralnim poli . . . . . . .. 396

5 Mechanika tuhého télesa 399
5.1 Rozklad na translaciarotaci . .. .. ... .. ... ... . ..... 403
5.2 Tenzor setrvaCnosti tycky . . . . . ... ... oL 404
5.3 Tenzor setrvacnosti kvadru . . . . . . ... .o 405



OBSAH 13
5.4 Tenzor setrvacnosti elipsoidu . . . . . . ... ... ... 407
5.5 Moment setrvacnosti kvadru vici télesové tthlopiicce . . . . . . . . . 409
5.6 Kmity Machova sklonéného kyvadla . . . . ... ... ... ... .. 410
5.7 Pohyb kulicky po naklonéné roviné . . . . . . ... ... 411
5.8 Langerova tloha: ty¢ padajici na podlahu . . ... .. .. ... ... 412

Podékovani 417

Literatura 419

Rejstrik 423






T¥i knihy

Konvolut tii knih, ktery drzite v ruce, predstavuje uceleny a navzajem propojeny
soubor ucebnic newtonovské mechaniky. Vznikal postupné béhem minulého ¢tvrt-
stoleti jako ucebni text pro potifeby kurzt Teoretickd mechanika a Prosemindr teo-
retické mechaniky, které od roku 1995 respektive 2004 prednasim na Matematicko-
fyzikalni fakulté Univerzity Karlovy.

Vyklad teoretické mechaniky pii klasicke predndsce urcené pro 2. ro¢nik studia
v zimnim semestru, které odpovida obsah KNIHY PRVNI, se opira o standardni pa-
rametrizaci pomoci zobecnénych soufadnic a rychlosti, pfipadné kanonickych hyb-
nosti, a o slozkova vyjadieni fyzikdlnich veli¢in. To méa své dobré duvody historické,
didaktické i pocetni. Od pocatku 20. stoleti vSak byly pojmy a zakony mechaniky
postupné pieformulovany do abstraktniho, elegantniho jazyka diferencialni geome-
trie. Oprosténi od soufadnic a slozek veli¢in vedlo k hlubsimu pochopeni podstaty
mechaniky, zejména jeji symplektické struktury. Systematicky vyklad tohoto geo-
metrického pojeti klasické mechaniky v Ceské literatufe dosud chybél, a pravé to
je obsahem KNIHY DRUHE. Lze ji dobfe pouzit jako studijni podklad volitelného
proseminare. Trilogii uzaviraji hlavni typove priklady, které by v pribéhu semestru
mély byt spocitany na cvicenich. Peclivé zvolené pitklady v KNIZE TRETI, které
jsou vsSechny vzorové vyreseny, ilustruji obecné teoretické metody a vztahy. Tim
pomahaji pochopit aplikaci vzorct vylozenych v knize prvni. Pfedklddany konvolut
tedy vzajemné provazuje klasickou prednasku a cvieni s modernim proseminarem.

V knihach jsou kromé toho zminény pfirozené névaznosti na dalsi obory teo-
retické fyziky, zejména kvantovou teorii, teorii relativity, teorii pole a statistickou
fyziku. Mym cilem byla také prehledna struktura a srozumitelnost texti, bohatost
ilustraci, adekvatnost rozsahu i formy vykladu a v neposledni fadé téz piivétiva
typograficka podoba dila.

Jiri Podolsky, Praha, 10. inora 2023
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Predmluva a podékovani

Tento text by nemohl vzniknout bez Jiftho Langera (1939-2020), mého skvélého
uéitele a pak blizkého kolegy z Ustavu teoretické fyziky. Doc. RNDr. Jifi Langer,
CSc., se vyuce teoretické mechaniky na Matematicko-fyzikalni fakulté Univerzity
Karlovy vénoval Sest desetileti. Za tu dobu vychoval mnoho tisic studentt.

Mezi nimi jsem se na podzim roku 1983 ocitl i ja. Ptedmét Teoreticka mechanika
pro studenty 2. ro¢niku fyziky na Matfyzu mé doslova uhranul a 22. prosince jsem
z né&j tspésné slozil zkousku (z4pis v indexu mi doc. Langer provedl zelenym inkous-
tem, podobné jako v prvnim roc¢niku prof. Kvasnica za Prosemindi matematickée
fyziky). Nemohl jsem tehdy tusit, Ze se mi tento naddherny predmét stane celozi-
votnim pedagogickym osudem. Jsem za to opravdu vdécny, a klicovou roli v tom
opét sehral Jifi Langer. Kdyz jsem v roce 1989 nastoupil na védeckou aspiranturu
na katedru matematické fyziky MFF UK (postupné se mohla zase vratit k tradic-
nimu néazvu Ustav teoretické fyziky), zvolil si mne jako jednoho z cvi¢icich tohoto
predmétu.

V roce 1990 jsem odjel studovat do USA a na University of New Mexico shodou
okolnosti pomahal jako Graduate Assistant vybornému pedagogovi prof. Charlesi
Beckelovi s vyukou kurzu Analytical Mechanics. Bylo velmi poucné a zajimavé na
vlastni kizi zazit, jakym zptisobem probiha vyuka teoretické mechaniky na americ-
kych univerzitach a jaky je jeji obsah.

Po navratu do Prahy mne Jifi Langer podrobné vyzpovidal. Pfemysleli jsme
potom, jak nejlépe zkombinovat tradiéni stfedoevropsky styl vyuky s americkym,
ve kterém se namisto cviceni jenom zadavaji domaci tkoly a namisto pisemného
a ustniho zkouseni jen pisi testy. Tak vznikl na$ ,hybridni“ bodovy systém,! ktery
se opira o pozitivni motivaci studentii a vede k jejich priibézné praci. Dost se nam
osvedcil.

Kratce poté v roce 1995 mne Jifi Langer pfizval, abych s nim kurz Teoretickd
mechanika prednasel. Za tuto jeho velkorysou nabidku, kterd pro mne byla jako
z TiSe snt, jsem mu dodnes velmi zavazan. Tak jsem se jako zacinajici odborny
asistent dostal k pfednaseni mechaniky na MFF UK. Nejprve jsem ze semestralniho
kurzu prevzal osm pfednasek vénovanych hmotnym bodim (az po Hamiltonovu—
Jacobiho teorii), o étyfi roky pozdéji jsem pfibral i dvé pfedndsky o mechanice
tuhého télesa. Od roku 2000 tak na kolegu Langera zbylo kazdoroc¢ni prednaseni
mechaniky kontinua. Inu, podal mi prst a pfisel o skoro celou ruku. ..

!Béhem semestru lze ziskat az 100 bodi (10 bodf za kazdy ze 4 domécich tkolt a 60 bodi
za napsani testu obsahujiciho 3 tdlohy). Kdo ziskd alesponi 60 bod, dostane zapocet. Kdo ziskd
alesponn 80 bodi, nemusi psat pisemnou cast zkousky. Odménou za 95 a vice bodu je ¢okoladovy
bonbédn.
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Tolik mij osobni ptibéh. Pro zachovani historické paméti snad bude zajimavé
uvést 1 vazené predchudce, prednasejici tohoto pfedmétu na Matematicko-fyzikalni
fakulté od jejitho osamostatnéni v roce 1952. Podle osobnich vzpominek Jifiho Lan-
gera a nékterych mych (mozné neuplngch) podkladii bylo persondlni obsazeni vyuky
nasledujici:

Miroslav Brdicka zhruba do roku 1960

Arnost Hladik 60. 1éta

Jifi Langer cviceni a od roku 1964 c¢asti prednasek
Jifi Blank, Lubo$ Valenta nékolikrat v 70. letech

Jifi Langer zhruba od roku 1980

Jifi Podolsky od roku 1995

Uvedena jména dokladaji, ze je uz dlouhou tradici, aby vyuku teoretické mechaniky
zajistovali ¢lenové Ustavu (katedry) teoretické (matematické) fyziky.

Je to zavazujici tradice. Umocnéna tim, ze vydame-li se hloubéji do minulosti
vyuky mechaniky na Univerzité v Praze, setkime se s profesory Trkalem, Zaviskou,
Kolackem, Kucerou a Strouhalem. A jesté pfed nimi také s Ernstem Machem, ktery
zde b&hem téméi tiicetiletého puisobeni jako profesor experimentélni fyziky napsal
a v roce 1883 vydal vlivnou ucebnici mechaniky Die Mechanik in ihrer Entwicke-
lung: historisch-kritisch dargestellt. Toto pedagogicky skvéle podané dilo prezentuje
téma z historického pohledu a obsahuje kritiku newtonovského konceptu absolut-
niho prostoru a pohybu. Tento tzv. Machiv princip se stal pozdéji velkou inspiraci
pro Alberta Einsteina. Je pozoruhodnym faktem, ze také Einstein sdm pusobil o t¥i
desetileti pozdéji na téze (némecké) Karlo-Ferdinandové univerzité v Praze. Jako
profesor teoretické fyziky zde tii semestry v letech 1911-1912 vyucoval Mechaniku
hmotnych bodu a Mechaniku kontinua.

Klasicka Newtonova mechanika, ktera v historickém i obsahovém slova smyslu
stoji v zakladech celé fyziky, je tu s nami jiz vice nez tii staleti. Pfed dvéma sto-
letimi byla zasluhou Lagrangeho, Hamiltona a dalSich odéna do velmi elegantniho
matematického havu analytické mechaniky. Takto formulovand teoretickd mecha-
nika tvofi vychodisko vyuky fyziky na kazdé univerzité. Bez jejiho pochopeni nelze
postoupit dale k teorii relativistické ani kvantové. Knih, ucebnic a skript teore-
tické mechaniky je proto v knihovnach svéta doslova nepfeberné mnozstvi, ve vsech
hlavnich jazycich i v bezpoctu jazyku lokalnich.

Uvedme seznam vyznamnych ¢eskych udebnic teoretické mechaniky vzniklych
a uzivanych na Karlové univerzité v Praze. Prvni vydal uz v roce 1880 profesor
matematické fyziky a teoretické astronomie Augustin Seydler, ve 20. stoleti pak
nasledovalo nékolik dalsich:

Augustin Seydler Theoretickd mechanika pro vysoké skoly 1880
Bohumil Kucera Zaklady mechaniky tuhych téles 1921
Viktor Trkal Mechanika hmotnych bodi a tuhého télesa 1956
Miroslav Brdicka Mechanika kontinua 1959
Miroslav Brdicka,

Arnost Hladik Teoreticka mechanika 1987
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Je vidét, ze prazské univerzitni ucebnice teoretické mechaniky v minulosti vznikaly
s odstupem zhruba 30—40 let, tedy vzdy po jedné aZ dvou generacich fyzika.

7 této perspektivy se zd4, ze s odstupem 35 let od posledni ,kanonické knihy“
Brdicky a Hladika [1] mozné nyni opét nadeSel ptihodny ¢as poskytnout studentiim
dalsi ucebnici, ktera by se pokusila reflektovat neddvné zmény matematického for-
malismu (pouziti abstraktniho a i¢inného jazyka diferencidlni geometrie), reagovala
na vyvoj oboru (posun ke studiu slozitych dynamickych systémi), modernizovala
styl vykladu (efektivni struénost pii zachovani adekvatni rigoréznosti), zvolila vhod-
nou formu prezentace (pouziti vice obrazkl a ndzornych schémat) i sazby (forméat
a velikost pisma, piivétiva grafickd podoba stranek).

Kratce po roce 2000 jsme se jiz dockali modernich textt tohoto typu, zejména
aktualizovanych vydani Brdi¢kovy Mechaniky kontinua [2] se spoluautory Samkem
a Sopkem, a také velmi pékné ucebnice Mechanika ve fyzice od kolegti Horského,
Novotného a Stefanika z brnénské Masarykovy univerzity [3]. Tyto knihy nyni do-
porucujeme studentim na MFF UK jako referen¢ni. Za pozornost stoji také starsi
kniha Leechova [4], kter4 je i pfes velky rozsah témat napséna tisporné a elegantné.
V anglicky studujicim svété jsou modernimi ucebnicemi teoretické mechaniky prede-
v8im tvodni Symonova Mechanics [5], obvykle nasledovand rozsahlou a pokro¢ilejsi
Goldsteinovou monografii Classical mechanics [6].

Nicméné jiz koncem 90. let jsme s Jifim Langerem pojali zamér vypracovat
vlastni studijni texty usité pfimo na miru naseho kurzu Teoretické mechaniky. S po-
uzitim svych v TEXu vysézenych podrobnych pfiprav na pfednasky jsem v roce 1999
sepsal studijni material z tuhého télesa a kolega Langer koncipoval elegantni avod
do jim pfedndsené mechaniky kontinua a rovnice struny (pfepracovanim a rozsife-
nim tohoto struéného Langerova textu nyni vznikla III. ¢4st predkldadané ucebnice).
V roce 2000 jsme oba materialy dali volné k dispozici studenttim. Béhem dvaceti let
jsem pak postupné dopisoval dalsi chybéjici kapitoly (a pribézné opravoval a ménil
ty jiz existujici). Nejprve to byl Lagrangeiv formalismus (2006), pak Hamiltonav
(2016) a nakonec i dlouho odklddand kapitola vénovand Hamiltonovu variaénimu
principu (2019). Nyni jiz tedy bylo moZzné ucebnici dokonéit a v ucelené formé
predlozit studenttim. Snad bude k uzitku.

Jirt Podolsky, Praha, 21. srpna 2022
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Kapitola 1

Newtonovska mechanika

V této strucéné tvodni kapitole pfipomeneme klicové pojmy a vzorce klasické me-
chaniky. Naznacime i jeji meze ve vztahu k moderni relativistické a kvantové fyzice.

1.1 Hlavni pojmy, predpoklady a omezeni klasické
mechaniky

Ukolem klasické newtonovské mechaniky je popsat pohyb objekttl, které navzajem
interaguji skrze silova ptisobeni. Klasickd mechanika pfi tom pracuje s nasledujicimi
zékladnimi pojmy, o nichz ¢ini tyto apriorni pfedpoklady:

e prostor: spojity, 3-dimenziondlni, eukleidovsky, homogenni a izotropni
e Cas: spojity, I-dimenziondlni, absolutni, rovnomerneé plynouct, jednosmeérngy

e objekty: jsou idealizovdny soustavou rozlisitelnych hmotngch bodu
(nebo spojitym kontinuem)

e stav: stav hmotného bodu urcen jeho polohou a hybnosti

Z pohledu fyziky 20. a 21. stoleti vime, ze vétSina téchto predpokladu ve skutec-
nosti neplati, nicméné za béznych okolnosti jsou s velmi dobrou mirou pfesnosti
opravnéné. Naptiklad:

e podle obecné teorie relativity neni prostorocas v pritomnosti gravitace plochy
(ale ve sluneéni soustavé je jeho zak¥iveni malé a odchylky od newtonovskych
predpovédi tudiz obvykle zanedbatelné)

e podle teorie relativity mé kazdy pozorovatel sviij vlastni Cas
(ale pro malé rychlosti a daleko od hmotnych téles ¢asy riznych pozorovatelt

splyvaji)
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28 kniha I. kapitola 1. Newtonovska mechanika

e v kvantové teorii jsou elektrony, fotony a dalsi objekty mikrosvéta principialné
nerozlisitelné

(avSak pro makroskopickd télesa plati standardni statistika a kauzalita)

e v kvantové mechanice je stav dan naprtiklad jenom polohou ¢astice, a v tom pii-
padé je jeji hybnost libovolna (anebo naopak jenom hybnosti ¢astice, a v tom
pripadé je jeji poloha libovolnd). Lze urcovat pouze pravdépodobnost, s jakou
naméiime rizné hodnoty fyzikalnich velicin
(nicméné makroskopicka télesa se za béZnjych teplot chovaji klasicky a deter-
ministicky, jejich pohyb je popsatelny spojitou trajektorii)

Mizeme tedy ucinit prakticky zavér, ze predpoklady Newtonovy mechaniky sice
v pfirodé nejsou rigorézné splnény, ale plati s ,,velkou presnosti“ ve vétsiné ,,obvyk-
Iych* situaci — pokud maji studované objekty bézné rozméry, hmotnosti, teploty,
malé rychlosti a podobné. Tehdy je mozné (a pochopitelné i vyhodné) aplikovat
pomeérné snadny aparat klasické newtonovské fyziky.

1.2 Newtonovy pohybové zakony

Isaac Newton (1643-1727) ve svém pielomovém dile Philosophie naturalis prin-
cipia mathematica z roku 1687 (zkracené Principia) polozil zéklady matematicky
pojaté prirodovédy. Zejména zformuloval nasledujici zdkony mechaniky:

[EE)

H PHILOSOPHIE )\

N AT OR ALILS |

PRINCIPIA
MATHEMATICA.

Aucore 5. NEWTON,
v

AXIOMATA
SIVE

LEGESMOTUS

. Coll. Cantab. Soc. Machefeos
odali.

Lex. 1. Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi uniformiter in
directum, nisi quatenus a viribus impressis cogitur statum illum mutare.

Lex. II. Mutationem motus proportionalem esse vi motrici impresse, et fieri secundum
lineam rectam qua vis illa imprimitur.

Lex. III. Actioni contrariam semper et equalem esse reactionem: sive corporum duo-
rum actiones in se mutuo semper esse equales et in partes contrarias dirigi.



¢ast 1.2. Newtonovy pohybové zakony 29

V Ceském piekladu tedy:

zédkon 1.

zédkon 2.

zédkon 3.

KaZzdé téleso setrvdvd ve stavu klidu anebo v rovnomeérném primocarém pohybu,
ledaze je donuceno svij stav zmeénit v dusledku sil na néj pusobicich.

Zmeéna hybnosti je umérnd pusobici sile a odehrdvd se ve stejném sméru,
ve kterém tato sila piusobi.

Proti kazdé akci vidy pusobi stejné velkd reakce, neboli: vzdjemnd pusobeni
dvou téles jsou vZdy stejné€ velkd a miri na opacné strany.

V nasem textu se vSak nebudeme doslova drzet téchto Newtonovych ptivodnich
formulaci, které v riznych obménach zname jiz ze stfedni skoly, viz téz [1, 3]. Za-
kony misto toho pfreformulujeme do moderni podoby, ktera 1épe vystihuje jejich
fundamentalni obsah a vyznam:

Ezistuje vztazny systém (nazyvame ho inercidlni), vicéi némuz se kazdy
volny hmotny bod pohybuje rovnomeérné primocare.

Volnyg hmotny bod je takovy, ktery je odstinény od vsech ,pravych® sil. Toto
odstinéni lze v principu provést pro kazdou interakci, vyjma gravitace (proto se
musime pii konstrukci globalniho inerciadlniho systému omezit na situace, kdy
se studovany objekt nachédzi daleko od velkych hmot). Pfipomenme, Ze exis-
tuje cela tiida inercidlnich systémil navzajem spojenych konstantnim otocenim
nebo konstantni translaci nebo Galiletho transformaci x — x' = x — Vi,
kde x je vektor polohy a V je vektor rychlosti ¢arkovaného inercialniho sys-
tému vuci ne¢arkovanému. Pravé v inercidlnich vztaznych systémech je formu-
lace druhého Newtonova pohybového zakona pro hmotné body jednoduché:

Pro kazdy hmotny bod existuje konstanta m a vektorovd funkce ¥ takovd,
Ze jeho pohyb vici inercidlnimu systému je urcen diferencidlni rovnici
mx=F.

Druhy zékon je vlastné implicitni definici setrvacné hmotnosti m hmotného
bodu a soucasné i pusobici sily F. Podstatné je, Ze tento zdkon je univer-
zdlni v tom smyslu, Ze plati pro kazdy hmotny bod hmotnosti m a libovolnou
klasickou silu F (a jejich kombinace).

Mechanika se sama o sobé ,nestard“ o ptivod F. To je tikolem ostatnich obort
fyziky, naptiklad

teorie gravitace, podle niz F = G ™3*2 (—n)

Newtontv gravita¢ni zakon (1687),
teorie elektromagnetizmu: F = ¢ (E+ v x B)

Maxwell (1864), Lorentzova sila (1892)
a tak dale.
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Na charakter sily F' vétsinou klademe prirozené pozadavky, napriklad:

e plati princip akce a reakce
(problematické v pFipadé nestaciondrnich poli)
o zduislost jen na okamZitém stavu
(problémy s retardaci pfi koneéné rychlosti §ifeni pole)
e plati princip superpozice
(neplati v silnych gravita¢nich ani elmag polich)
V situacich, kdy jsou rozméry studovaného systému mnohem mensi nez je

charakteristickd vzdalenost dana soucinem rychlosti Sifeni interakce a charak-
teristického casu, lze tyto problémy ignorovat.

Zavérem zduraznéme, ze Newton sviij druhy pohybovy zakon zformuloval velmi
obecné,

p=F, kde p=mv|, (1.1)

tedy Ze pisobici sila je rovna casové zméné hybnosti télesa, nikoli tedy jen soucinu
hmotnosti a zrychleni télesa. Samoziejmé, v pripadé hmotného bodu ¢i téles, které
v pribéhu déje neméni svou hmotnost m, plati p = m v = m X. Avsak pfi zkoumani
pohybu télesa s proménnou hmotnosti (napiiklad startu rakety) je obecné zapotiebi
fesit Newtonovu rovnici (1.1). Jako prvni v historii fyziky takové tlohy formuloval
a fesil v letech 1812-1815 v Cechéach hrabé Jifi Buquoy [7, 8]. Jeho pozoruhodna
prace vsak upadla v zapomnéni a tlohy s proménnou hmotnosti byly po mnoha
desetiletich znovu nezavisle feSeny az dalsimi fyziky [9].

Jesté zajimaveéjsi vsak je, ze po formalni strance plati pohybova rovnice ve tvaru
(1.1) dokonce i v Einsteinové specialni teorii relativity. V takovém piipadé vsak
maji symboly ponékud jinou fyzikalni interpretaci: p, F a v jiZ nejsou vektory v t¥i-
rozmérném eukleidovském prostoru ale ¢tyr-vektory v Minkowského prostorocase,
Casova derivace se vztahuje k vlastnimu ¢asu 7 pohybujiciho se objektu a m je jeho
klidova hmotnost.

1.3 Od Newtona k analytické mechanice

V tomto studijnim textu se budeme postupné seznamovat s nékolika raznymi formu-
lacemi klasické mechaniky. Jiz od zakladni skoly znadme jeji béznou ,Newtonovu®
podobu, kterd jako hlavni veli¢iny vyuzivad vektory, predevsim vektor polohy x,
vektor rychlosti v, vektor zrychleni a, vektor sily F' atd. Manipulace s vektorovymi
jejich vektorovy soucin).

Proto se v prubéhu 18. a 19. stoleti vynofila fada alternativnich formulaci
klasické mechaniky, u jejichz zrodu stali Leibniz, Bernoulli, Maupertuis, Euler,
Lagrange, Laplace, Legendre, Poisson, Jacobi, Hamilton a mnozi dalsi. Spoleénym
rysem téchto formulaci je, Ze fundamentdlnimi veli¢inami jsou specifické skalary.
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Piikladem takovych fundamentéalnich skalart jsou zejména vhodné kombinace
kinetické a potencialni energie studovaného systému, jez davaji Lagrangeovu funkci L
¢i Hamiltonovu funkci H, anebo akéni funkcional S. Ukazuje se, ze stac¢i spravnym
zplsobem operovat pouze s nimi. Napiiklad pohybové rovnice (a jejich integraly,
tedy zachovavajici se velifiny) ziskdme pouhym derivovanim zminénych skaldri
podle vhodnych proménnych, variovanim funkcionald a podobné.

Hlavnimi vzorci tohoto typu jsou Lagrangeovy rovnice (3.24),

dafory o,
dt \ 0¢7 o

Hamiltonovy kanonické rovnice (5.8),

df _oH dp; _ OH
dt  op;’ dt  O¢i’

anebo Hamiltonuv variaéni princip (4.8),
05 =0.

Tyto modernéjsi pristupy ke klasické mechanice se ¢asto oznacuji jako analytickd
mechanika. Vyznam novych alternativnich formulaci mechaniky je ¢etny, pfedevsim:

e oteviraji cestu k popisu celé fady nemechanickych jevua:
lze je zobecnit v teorii pole, v relativistickych teoriich, v kvantovych teoriich

e jsou mohutnéj$im nastrojem vypodti:
jsou uZite¢né prakticky pro FeSeni slozitych tloh (exaktné, perturbacné nebo
numericky)

e vyuzivaji metod pokroé¢ilé matematiky:
rozsifuji spektrum matematickych znalosti (parcidlni diferencidlni rovnice,
variaéni pocet)

e jsou krasné a elegantni:
patii do pokladnice lidského ducha a jejich poznanim se otevird zcela novy
pohled na svét

Vydejme se tedy nyni na spole¢nou cestu k novym obzorum.



Kapitola 2

Newtonovy rovnice
s vazbami

Nas prvni krok smérem k analytické mechanice bude sice maly, ale dilezity. Za¢neme
rozborem problému, jak fesit pohybové rovnice s dodateénymi vazbami. Stale jesté
zlistaneme v ptivodni ,vektorové“ formulaci Newtonovy mechaniky a v kartézskych
soufadnicich. Zavedeme ale uzite¢ny formalismus, ktery ndm umozni fesit situace,
kdy pohyb objektd jiz neni volny, ale kromé piisobicich ,externich“ sil je navic
urcitym predepsanym zptisobem omezen. Naptiklad tim, Ze se téleso smi pohybovat
jen po urcité zakrivené ploSe, ze se musi kutalet bez prokluzovani a podobné.

2.1 Vazby a jejich klasifikace

Newtontiv pohybovy zdkon (1.1) uréuje, jak se soustava hmotnych bodt pohybuje
pod vlivem ptisobicich sil, naptiklad gravitacni ¢i Lorentzovy, viz ¢ast 1.2. Tyto
sily, které jsou explicitné zadany jako hladké funkce polohy, rychlosti a pripadné
casu, se tradiéné oznacuji jako takzvané vtisténé sily a oznacuji se symbolem F.
V tom pfipadé jsou pohybové rovnice z matematického hlediska soustavou obycej-
nych diferencialnich rovnic 2. fadu. Soustava ma obecné feseni, které je jednoznacéné
urceno pocateénimi podminkami, tedy hodnotami poloh a rychlosti (resp. hybnosti)
na pocatku déje.

Pohybovy zakon vSak miizeme uzit i obracené: je-li pohyb soustavy znam, tj.
jsou-li soufadnice poloh dany jako konkrétni funkce ¢asu, miazeme dvojim zderivo-
vanim a dosazenim do (1.1) urdit sily, které na soustavu v pribéhu dé&je pisobily.
Takovou tlohu fesil uz Newton v samych pocatcich mechaniky, kdyz z pohybu pla-
net — z Keplerovych zakonti — uréil tvar gravita¢niho zdkona.!

Casto se ale v mechanice setkdvame s tlohami, které jsou ,tak néco mezi“ obéma
témito krajnimi situacemi. Pohyb objektli, na néz pusobi vtisténé sily F, neni zpo-
¢atku plné znam, ale je omezen tim, Ze jsou na néj polozeny jisté apriorni podminky

1Je pozoruhodné, 7e toto odvozeni provedl pomoci &isté geometrickych tvah. Podrobnosti viz
naptiklad [10].
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— napiiklad ze nékteré z hmotnych bodi soustavy ,klouzou“ po zadanych plochéach,
body mohou byt spojeny tuhymi (nehmotnymi) tyéemi a podobné. O téchto do-
date¢nych podminkach obecné hovorime jako o wvazbdach. Jejich Géinek na hmotné
body muzZeme nahradit pomocnymi silami, které ptirozené nazyvame vazbové sily
a oznacujeme je R. Vazbové sily vSak nejsou zpocatku explicitné zadany a museji
byt odvozeny béhem hledani konzistentniho feSeni pohybovych rovnic.

Vazby obecné mohou omezovat polohy i rychlosti bodu soustavy a mohou zaviset

vvvvvv

zapsat jako implicitni rovnici néjaké pevné hladké plochy v prostoru s kartézskymi

soutadnicemi (z!, 2%, 23) = (z,v, 2):

Pt x? 23) = 0. (2.1)

Z véty o implicitni funkci vice proménnych plyne, ze napiiklad lze (alespoii lokélng)
vyjadiit soufadnici 2 jakozto funkci zbylych dvou soufadnic (2!, #2?). Piedepsanim
vazby (2.1) tedy omezujeme pohyb hmotného bodu v t¥irozmérném prostoru jen
na hladky dvourozmérny podprostor pripustnych poloh, takzvany konfiguracni
prostor. Jeho dimenze je uréena poctem stuprit volnosti soustavy, coZ je po-
Cet nezdvislych soutfadnic. Kazda vazba (2.1) snizuje pocet stupiitt volnosti o jeden:
puvodni tfi stupné volnosti se vazbou efektivné zredukovaly na pouhé dva. Pre-
depsanim dalsi vazby by soustava méla uz jen jeden stuperti volnosti (typicky by
pak byl pohyb hmotného bodu omezen na kfivku uréenou prisecikem ptislusnych
hladkych ploch).

Piiklady jednoduchych vazeb:
e naklonénd primka:

p=y—aztana=0. (2.2)

Bod o soufadnicich (z,y) se mtze pohybovat jen po
primce se sklonem «, nebot tan o = y/x (pfedpokladame
z = 0; pro z libovolné jde o naklonénou rovinu).

e matematické kyvadlo:

p=a+y?—12=0. (2.3) L
Bod o soufadnicich (z, y) se mize pohybovat jen po kruz-
nici, jejiz stfed je v pocatku a polomér mé [ (pfedpokla-
ddme z = 0).
o sférické kyvadlo (pohyb po povrchu koule):
p=a?+y? +22-12=0. (2.4) |z

Bod o soufadnicich (z,y,z) se miZe pohybovat jen po
sfére, jejiz stfed je v pocatku a polomér ma .
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e pohyb po povrchu koule s proménnym polomérem:
p=a>+y*+ 22— 1*() =0. (2.5)

Bod o soufadnicich (z,y,2) se miZe pohybovat jen po
sféte, jeji polomér se méni jako zadand funkce ¢asu I(t).

Obecné mohou vazby zaviset také na rychlosti hmotnych bodd, pfipadné mohou
omezovat jejich pohyb nejen na zakfivené plochy, ale na cely poloprostor, jehoz je
zakfivend plocha hranici. Pro pfehlednost proto nyni provedeme klasifikaci vazeb
a zavedeme terminologii béznou v literature.

Klasifikace vazeb podle t¥i ruznych kritérii:

oboustrannd: ¢ =0 omezeni na podprostor,

vazba . i i 2.6)
jednostranna: ¢ >0 omezeni na ,,polo“prostor.
skleronomni : xd nezavisla na case,

vazba i o ) o (2.7
rheonomni : o(a7,t) z4visla na Case.
holonomni : )t nezavisla na rychlosti,

varba  #@ht) - neabvislé na rychlo (28)
neholonomni: ¢(x?,47,t)  zévisld na rychlosti.

Vazba (2.1) je tedy oboustrannd, skleronomni a holonomni. Také vSechny &tyti
vazby (2.2)—(2.5) jsou oboustranné a holonomni, pfi¢emz prvni t¥i jsou skleronomni,
zatimco posledni je rheonomni.

Pouzité terminy jsou z Fectiny: ho nomos (0 véuos) = zékon, skléros (okAnods)
= pevny, tvrdy, rhes (péw) = tecu, plynu, holos (6M\os) = cely.?

K neholonomnim vazbam je vSak nezbytné ucinit jesté velmi dulezitou po-
znamku: ne kaZdd vazba obsahujici rychlost je neholonomi. Neholonomni je pouze
takovd, ve které se zavislosti na rychlosti nelze zbavit integract.

Priklad zdanlivé neholonomni vazby:
disk pohybugjici se bez prokluzovdni

po vodorovné primce

Uloha m4 jen jeden stupeii volnosti.

Vazba na neprokluzovani zni $ = a ¢, coz ale
lze integrovat do podoby holonomni vazby
p=s—aa=0.

2Nemame-li sklerdzu a nejsme tedy natvrdli, vapomeneme si, ze rheologie studuje deformaéni
vlastnosti latek (anebo na Herakleitovo panta rhei, vSe plyne).
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Piiklad skuteéné neholonomni vazby:

disk pohybugjici se bez prokluzovani
po vodorovné roviné€

Uloha mé ¢tyfi stupné volnosti (je-li disk
stale svisly), a to (z,y) bod dotyku, @ thel
odvaleni, # tithel natoceni disku.

Vazby na neprokluzovani jsou & = a cé cosf
a y=adasinf, coz jsou dvé vazby tvaru
o(&,9,&,0) =0, které vSak nelze integrovat
do holonomnich vazeb ¢(z,y,a,0) =0.

Dikaz tohoto tvrzeni je zfejmy: vZdy je mozné dostat se z pocatecniho stavu
x=0=y, a =0 valenim bez prokluzovani do mista (z,y) s predepsanym
thlem odvaleni a a s libovolnym dhlem natoceni disku 6. Staci totiz zvolit
vhodnou trajektorii, kterd kon¢i v bodé (z,y), ma délku s = a « a te¢na k tra-
jektorii v koncovém bodé m4 smér 6. Je-li zaddno prili§ malé (nebo dokonce
zaporné) koncové «, stadi na vhodném misté provést ,otocku disku do pro-
tisméru“ (0 — 6 + 7), diky ¢emuz se pak zacne tihel odvaleni zmenSovat na
pozadovanou hodnotu. VSechny ¢tyfi parametry jsou tedy zcela nezdvislé, takze
pro né nemiZe existovat vazba tvaru ¢(z,y,«,0) =0.

2.2 Lagrangeovy rovnice I. druhu

Vratme se nyni k feSeni tlohy, jak najit pohyb objektu podrobeného vazbé. V pii-
padé, ze hmotnost objektu m je konstantni (napfiklad jde o hmotny bod), lze New-
tonovu pohybovou rovnici (1.1) psat v obvyklém tvaru mx = F, tedy v kartézskych
soufadnicich

pfidemz #; = &' jsou kartézské slozky zrychleni.? To je obecné soustava t¥i oby-
¢ejnych diferencialnich rovnic 2. fadu pro hledanou trajektorii z*(t). Pokud jsou
funkce Fj;(27,47,t) vyjadiujici kartézské slozky piisobici vtisténé sily F hladké
funkce polohy a pripadné rychlosti a ¢asu, rovnice maji jednoznacné reseni uréené
pocdtecnimi podminkami, tedy polohou z} a rychlosti .

Nyni na soustavu pohybovych rovnic naloZime holonomni (oboustrannou) vazbu
¢z’ 1) =0, (2.10)

coz je v kazdém okamziku ¢ implicitni rovnice (hladké) pevné plochy v t¥irozmérném
eukleidovském prostoru. Reseni rovnic (2.9) uz nebude podminkdm (2.10) vyhovo-

30becné je mezi vektory (veliGinami s kontravariantnimi slozkami, tedy s hornimi indexy)
a I-formami (veli¢inami s kovariantnimi slozkami, tedy s dolnimi indexy) geometricky rozdil.
Protoze vsak zde pracujeme v eukleidovském prostoru v béazi kartézskych soutadnic, jsou hodnoty
odpovidajicich si kovariantnich a kontravariantnich slozek totozné, tedy z; = x* a Fy = F*.
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vat.? Zkoumejme tedy, jak musime pohybové rovnice (2.9) pozmeénit, aby jejich
feSeni vazbu (2.10) v kazdém ¢ase spliiovalo.

Ptidejme na pravou stranu pohybové rovnice (2.9) vhodné funkce R;(z7,7,t),
které miiZzeme interpretovat jako kartézské slozky dodatecné vazbové sily R, za-
pricenéné interakci s vazbou. V kazdém okamziku a v kazdém misté vazby ¢ =0
mizeme tuto silu jednoznaéné rozlozit na silu T te¢nou k vazbové plose (2.10) a silu
N k této plose kolmou (normélovou), tedy R = T + N. Normélovou komponentu
N vazbové sily miizeme bez Gjmy na obecnosti psat ve slozkach jako

9¢

N’i = A~
AB:UZ

(2.11)
kde koeficient )\ je zatim neurcend funkce souradnic, rychlosti a ¢asu, zatimco grad ¢
se slozkami aaf je (obecné nejednotkovy) vektor kolmy k plose uréené (2.10).> Rov-

nice (2.9) spolu s vazbou (2.10) tim pfejde na tvar

0 .
mfiZFi—FTi—F)\BT(;a (27 ,t) =0 |, (2.12)

kde T; a A jsou zatim neznamé funkce. Tuto soustavu rovnic, jez urcuje pohyb
hmotného bodu podrobeného holonomni vazbé, nazyvame Lagrangeovy rovnice
I. druhu (J. L. Lagrange, 1775). Objasnéme nyni fyzikdlni vyznam zavedenych
funkci X a T;.

Z vyrazu (2.11) je vidét, Ze Lagrangetv koeficient \ urcuje velikost normdlové
komponenty vazbové silly N = Agrad ¢, tedy N = |N| = |A||grad ¢|, kde |grad ¢| =
VG + (32)" + (84"

Naproti tomu 7; jsou kartézské slozky silové interakce T mezi vazbou a télesem,
které jsou k holonomni vazbé tecné. Reprezentuji napiiklad treci silu mezi télesem
a povrchem popsanym vazbou ¢(27,¢) = 0. Pokud je tento povrch dokonale hladky,
tfeni vymizi a muzeme polozit T; = 0.

Ukazme nyni, ze pro holonomni a soucasné skleronomni vazbu ¢(z7) =0 je
mozné vzdy explicitné vyjadrit A jako funkci okamzité polohy a okamzité rychlosti
hmotného bodu, tedy A\(z?, 7, t). Hledané feseni je ddno jako x* = z%(t). Dosadime-
li ho do vazbové podminky, dostaneme slozenou funkci qb(xl(t)) casu t, jejiz hodnota
must byt v kazdém cCase také rovna nule. Dvojim derivovanim ¢((Ei (t)) podle casu
ziskdme tedy rovnice

¢
- ozt

09
- ozt

2
0°¢ Bik =0, ik=1,2,3. (2.13)

.
=0 . T
’ - Oxtoxk

2

4Uvazme napt. pohyb hmotného bodu po povrchu koule bez puisobeni vtisténé sily (F; = 0).
V takovém piipadé rovnice (2.9) urc¢uji, ze pohyb je pfimocary, ale na sférické plose popsané vazbou
(2.10) zadné p¥imky neexistuji.

5Uvazme dva blizké body o souiadnicich z’ resp. z'+dz? na vazbové plose. Zjevné
plati ¢(z?) =0 a ¢(z* + dz?) = 0. Rozvineme-li druhou funkci do Taylorovy fady, dostaneme
d(x? + dz?) — p(z?) = %dx’ = 0. Protoze vektor se slozkami dz’ lezi v te¢né roviné k plose ¢ = 0,

musi byt vektor grad ¢ se slozkami gﬁ k této plose kolmy, protoze jejich skalarni soucin je nulovy.
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Nyni vynasobime druhou rovnici (2.13) konstantou m a dosadime za m %; z Lagran-
geovy rovnice (2.12). ProtoZe teéné slozky vazbové sily T; a gradientu gfi jsou
navzajem kolmé, dostaneme vyraz

06 00 06N _ P9
;(E&vi—’_ 393’393’)_ M2 iR U (2.14)

17

takze

)G e

Protoze prvni a druhé derivace vazby ¢ jsou znamé funkce, je funkce A zcela urcéena
normalovou slozkou vti§téné sily Fj, slozkami rychlosti 4 hmotného bodu a jeho
polohou v daném okamziku. Dosadime-li nyni A z (2.15) do (2.12), dostaneme sou-
stavu diferencidlnich rovnic vyfeSenych k nejvysSsim (to jest druhym) derivacim,
v nichZ na pravé strané stoji plné urcené funkce souradnic, rychlosti a ¢asu. Jejich
FeSitelnost pro ,slusné“ funkce na pravé strané (pfesnéji: funkce spliujici Lipschit-
zovu podminku) zaruéuje véta o existenci a jednozna¢nosti. Najdeme-li jejich feseni
a dosadime ted uz znamé funkce z* = z(t) do (2.15), zcela uréime pomoci (2.11)
normaélovou silu N; zpusobenou vazbou. Naopak funkce T; vazbou urceny nejsou.

)\(mjxjt ( Zalaxk &gk

Fyzikalné predstavuji holonomni vazby (2.10) omezeni pohybu na povrch né-
jaké télesa. Obvykle navic predpokladame, ze toto téleso je dokonale hladké: tfeni
zcela vymizi a v takovém piipadé klademe T; = 0. Lagrangeovy rovnice (2.12) pak
miuZzeme prepsat ve vektorovém tvaru

m%x =F + Agrad ¢, (;S(x,t):O‘. (2.16)

Pri pohybu po povrchu redlného télesa ale vzdy ptisobi tfeni, které ma smér
teény k povrchu. Pokud chceme toto tfeni uvazovat, je mozné ho zahrnout mezi
vtisténé sily a urcit je néjakym predpisem, ktery obecné zavisi na tvaru vazbové
plochy. Vezméme nejjednodussi piiklad takzvaného izotropniho smykového treni.
Odpovidajici sila T je tmérna kolmému tlaku na podlozku a ma smér opacny nez
rychlost, tedy mé tvar (—koeficient vleéného tieni k)x (velikost normalové slozky
vazbové sily N = |\||grad ¢| ) x (jednotkovy vektor ve sméru rychlosti). Bude proto
vystizena predpisem

v ; @t
T=-kN—, ted T,=T"=—-k|\ —. (2.17
v y S (50) s o O

Neni-li pohyb jednorozmérny, tak diky odmocnindm zpravidla nelze tyto rovnice
analyticky fesit. Uloha je vSak dobfe definovana a feSeni miizeme najit numericky.
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Priklad: Hmotny bod klouze v homogennim gravitacnim poli po hladké kouli polo-
méru 1. Byl vypustén z klidu z vrcholu.’ Ve které visce bod opusti povrch koule?

Ze symetrie tlohy je zjevné, Ze pohyb se bude odehravat ve
svislé roviné. Muzeme proto polozit z = 0 a feSit problém jen
ve dvourozmérném fezu se souradnicemi x, y. Lagrangeovy rov-
nice I. druhu (2.16) tedy maji tvar

. 8¢
mx = Agss

. A
my——mg—i—)\a—y,
p=a+y*—1°=0, (2.18)

kde vazba ¢ =0 je stejnd jako vazba (2.3) pro matematické
kyvadlo. Jednostrannou vazbu ze zadani jsme zde pro zjedno-
duseni vypoctt nahradili analogickou vazbou oboustrannou:
uvazujeme pohyb v ,kulové slupce“ poloméru [ a hledany bod
najdeme podminkou R = 0.

Spocitanim parcialnich derivaci funkce ¢ dostaneme z prvnich
dvou rovnic

mi = 2\ z, (2.19)
mi{y=—mg+2\y. (2.20)

Nyni vezmeme vazbu (2.18) vy¢islenou podél trajektorie a pro-
vedeme jeji 1. a 2. iplnou ¢asovou derivaci:

¢=2i+yy) =0,  ¢=2[(zi+yij)+ @ +9*)]=0.

Uvazime, ze @2 + 32 = v? je kvadrét rychlosti hmotného bodu,
a dosadime za %, § z (2.19), (2.20). Po upravé uzitim
22 4+ y? = 1% dostaneme

m
A= (gy—2?), 2.21

o2 (9y = v7) (2.21)

coz je realizace obecného vyrazu (2.15) (pfesvédcte se o tom!).

Ulohu dopo¢itame uzitim zakona zachovani mechanické energie

%mu2 + mgy = mgl,
z néhoz vyjadiime rychlost v? = 2g(l —y) a dosadime do
(2.21), takze

mg
= "3y —2l).
A= (3y —20)

6Vrchol je (nestabilni) rovnovazna poloha, takze bod je nutno vypustit z blizkého okoli vrcholu.
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Hmotny bod opusti povrch koule v okamziku, kdy vazbova sila
vymizi, tedy R = N = |)||grad ¢| = 21 |\| = 0 neboli A = 0, coz
dava hledanou podminku

winN

Yo = 2 1. (2.22)

Béhem feseni tlohy jsme pouzili zdkon zachovani energie. Jsou-li vazby ho-
lonomni a soucasné skleronomni, jako v tomto pfipadé, je tento zédkon dusledkem
pohybovych rovnic (nikoli dodateénym principem). Opravdu, se¢teme-li prvni rov-
nici v (2.18) pfendsobenou & s druhou rovnici v (2.18) pfendsobenou ¢, dostaneme
m(Zz + §y) = —mgy + )\(%x + g—iy), coz miizeme prepsat do tvaru m(i?+7%) =
—(mgy) + Aé. Protoze ¢ = 0, lze tuto rovnici snadno integrovat: dostaneme

Lm(#? + 9*) + mgy = konst. (2.23)

tedy zakon zachovani mechanické energie.

2.2.1 Vice hmotnych bodu a vice vazeb

Zobecnéme nyni formalismus Lagrangeovych rovnic I. druhu na soustavu N hmot-
nych bodu a obecny podet v vazeb. Poloha hmotnych bodil v tf¥irozmérném eu-
kleidovském prostoru je pfirozené uréena jejich kartézskymi souradnicemi z',
tedy N trojicemi ¢isel. V analytické mechanice je vyhodné formélné reprezentovat
polohy wsech téchto N bodu jedingm bodem v 3N -rozmérném eukleidovském
prostoru, jehoz soufadnice jsou dany pribézné ocislovanymi kartézskymi sourad-
nicemi jednotlivych hmotnych bodt. Jinymi slovy, soufadnice (z!, 2%, 23) tohoto
fiktivniho bodu tvoi{ soufadnice prvniho hmotného bodu, (2%, 2°,2%) jsou souiad-
nice druhého hmotného bodu atd., az (z3V=2, 23V =1 23N) jsou soutadnice bodu
N-tého. Casovy vyvoj soustavy N hmotnych bodi je pak dan trajektorii x(t) je-
diného fiktivniho bodu v tomto formalnim 3/N-rozmérném kartézském prostoru se
soufadnicemi z?, kde i = 1,2,...,3N.

Rozsifeni naseho postupu, jenz vedl k pfedchozim vztahtm (2.12), na obecny
problém pohybu N hmotnych bodt podrobenych v < 3N holonomnim vazbam
¢, = 0 bez tfeni (T; = 0) je vcelku piimocaré: vyvoj je nyni popsan soustavou 3N
Lagrangeovych diferencialnich rovnic

09,
mii; = F} +Z)\ ¢ 7 i=1,2,...,3N, (2.24)
a v vazbovych podminek
b (xt, 2%, .., 23N ) =0/, v=12...v. (2.25)

Celkem tedy mame 3N + v rovnic pro 3N + v neznamych funkei z%(¢) a A, (t). Zdi-
raznéme, Ze na levé strané rovnic (2.24) pfes index ¢ nescitdme, tedy nepouziviame
Einsteinovu sumac¢ni konvenci.

Pouzivame zde také pravidlo, ze hmotnost prunitho bodu je mi = mg = mg,
hmotnost druhého bodu je my = ms = mg, a tak déle.
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Piiklad: Piikladem vazby (2.25) miize byt skleronomni vazba
¢E (1’1 —ZC4)2+((E2 —$5)2+((E3 —(E6)2 _12 :07

ktera fika, ze vzdalenost mezi prvnim hmotnym bodem o sou-

fadnicich (z!,2% 2%) a druhym hmotnym bodem, ktery ma

soufadnice (z%, 2°, 2°), zlistava konstantni a rovna [. V&imnéte

si, Ze prislusny vektor vazbové sily R = N ma 6 slozek A\ 2%

2A [zt —at, 2% — 2% 2® —af — (2’ —2?), - (2 —2°), - (2® —29)] .

Prvni t¥i slozky uréuji vektor sily (akci), kterou ptisobi druhy
bod na prvni, zatimco zbylé tfi slozky naopak urcuji vektor
sily (reakei), kterou ptisobi prvni bod na druhy. Obé tyto sily
evidentné ptisobi podél spojnice obou bodil a jsou opa¢né ori-
entované.

Priklad: Hmotny bod klouZe v homogennim gravitacnim poli po pruseciku hladké
koule polomeéru | s naklonénou rovinou sklonu . Naleznéte obé vazbove sily.

Mame jeden hmotny bod hmotnosti m, ktery je podrobeny
dvéma vazbdm. Prvni je identickd s vazbou (2.4), zatimco

Yy druhé je identicka s vazbou (2.2):
pr=2+y*+22-12=0, (2.26)
</ ¢po=y—xtana=0. (2.27)
-1

Lagrangeovy rovnice I. druhu (2.24) proto maji tvar

mi = 2\ — A tan
mij=-mg+2Ay+ Az, (2.28)
2)\12.

Nejprve tyto rovnice dosadime do druhé ¢asové derivace druhé
vazby ¢ =i — i tana = 0. Clen s \; vypadne diky (2.27),
takze

Xy =mg cos® o

Nyni naopak dosadime z (2.28) do druhé ¢asové derivace prvni
vazby ¢ = 2[(zd + yij + 2%) + (2% + 9> + 22)] = 0 a uzijeme
obé vazby (2.26), (2.27). Po tGpravé dostaneme

m

Al:ﬁ

(gy —v%),

kde v2 = i? + 9?2 + 22 je kvadrat rychlosti hmotného bodu.
Vsimnéme si, Ze tento vyraz je shodny s (2.21), jen rychlost
nyni mé i z-ovou slozku.
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Nakonec spocitame wvelikost obou vazbovych sil danou vztahy
R; = |R1| = |A1llgrad ¢1| a R2 = |Ra| = |Aeo||grad ¢2|, coz
dava

m
Ry = lgy—*, (2:29)
Ry = mg|cosa. (2.30)

Prvni vazbové sila Rq ptsobi radidlné (kolmo na sférickou plo-
chu) a sklddd se z prumétu tihové sily a z dostiedivé sily.
Druha vazbova sila Ra ptisobi kolmo na naklonénou rovinu
a je dana primocarym primétem tihové sily. Pro vodorovnou
rovinu (o = 0) dostdvame Re = myg, zatimco pro svislou rovinu
(a=73)je Ry =0.

2.3 D’Alemberttv princip mechaniky

Nyni uvedeme alternativni formulaci dynamického zékona klasické mechaniky, jez
urcuje pohyb soustavy hmotnjch bodu podrobenych holonomnim vazbam. Jedné
se o tzv. d’Alembertuv princip (Jean Le Rond d’Alembert, 1743) a v uéebnicich
se obvykle formuluje takto:

Soustava N hmotnych bodi se vyviji takovym zptsobem, Ze

3N

> (miiii — F)dx' =0 (2.31)

i=1

pro libovolné virtualni posunuti éz¢, které je v souladu s vazbami.

Symboly zde maji stejny viznam jako v predchozi ¢asti 2.2.1, tedy trojice x* znadi
kartézské soufadnice hmotnych bod o hmotnostech m; a F; jsou pifislusné slozky
vyslednice vtisténych sil. Narozdil od 3N Lagrangeovych diferencidlnich rovnic
(2.24) ma d’Alembertiv princip mechaniky (2.31) formdlné podobu jediné rovnice.
Cenou za to vsak je, Zze musi byt zaveden novy koncept takzvanych virtudlnich
posunuti 6.

V klasickych ucebnicich se uvadi, ze virtudlni posunuti je nekonecné malé posu-
nuti, které je v kaZdém okamziku v souladu se vSemi holonomnimsi vazbami (2.25),
tedy ¢, =0 prov =1,2,...,v. Co pfesné je ale minéno ,nekone¢né malym posunu-
tim“? Odpovéd dava az moderni geometrickd definice: virtudini posunuti 5z° jsou
kartézské slozky libovolného vektoru t, jenZ leZi v te¢né roviné k vazbam
v daném bodé a v daném case, jak ukazuje néasledujici schematicky obréazek:
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»

Zde Q (psaci Q) je hladkd plocha geometricky reprezentujici holonomni vazbu
¢ = 0 neboli konfiguraéni prostor v jistém Case (obecné je to prisecik vSech va-
zeb ¢, = 0). Systém se v tento okamzik nachdzi v poloze popsané bodem P € Q.
VSechny mozné tecné vektory t k zakrivené plose Q v misté P vytvareji tzv. tecny
prostor, ktery se oznacuje symbolem T, Q. Uzijeme-li pro uréeni bodu P kartéz-
ské soutadnice 21, 22, ..., 23V, pak libovolny te¢ny vektor t € T, Q bude mit slozky

t = (6x1,622,...,82%N), coz jsou vyse zminéné slozky ,virtualniho posunuti t.”

Proto mtuzeme d’Alemberttiv princip mechaniky preformulovat do moderni ryze
geometrické podoby (kdy oproti (2.31) se jiz neodvoldvame na pouzité souradnice
a slozky vektortt), totiz

‘ (mx—F)-t=0 pro vSechny t € T, Q |, (2.32)

kde symbol - znaci skalarni soucin vektorti a m reprezentuje sadu trojic m;. Nyni
ukazeme dilezitou vétu:

D’Alembertiv princip mechaniky je ekvivalentni Lagrangeovym rovnicim
I. druhu, a tedy Newtonovym pohybovym rovnicim s holonomnimi vazbami.

Dukaz provedeme nejprve z Lagrangeovych rovnic I. druhu (2.24). Prevedeme
slozky vtisténych sil F; doleva a kazdou rovnici pfendsobime pfislusnou slozkou
virtualniho posunuti, tedy

0, .
i — ) i =1,2,...,3N.
(m;d Z/\ axl(s i 3

Vsechny tyto rovnice (jichz je 3N) se¢teme a prohodime pofadi sum na pravé strané:

3N v
S (mad — F) o' _ZZ)\ 00 bt = S za‘i’vw

i=1 i=1v=1

Nyni uz jen stac¢i uvédomit si, ze E?Nl gﬁj dz' 1ze geometricky prepsat do podoby

skaldrniho soucinu vektort grad ¢, - t. Protoze vektor grad ¢, je kolmy na vazbu
(plochu Q), zatimco kazdy vektor t je teény ke vSem vazbam, je jejich skaldrni

"Dimenze te¢ného prostoru T, Q je stejnd jako dimenze plochy Q, tedy v kazdém bodé P
existuje (3N — v) linedrné nezavislych te¢nych vektori t (protoze kazda vazba snizuje poéet stupiii
volnosti systému o jeden). Kazdy z téchto teénych vektort ma ovsem 3N kartézskych slozek, tedy
slozky dz* virtualniho posunuti t nejsou na sobé nezavislé.
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soudin nutné nulovy, Ef’ivl (m;i; — F;) d2* = 0. D’Alemberttiv princip tedy plyne
z Lagrangeovych rovnic I. druhu.

Zbyvé dokézat opacnou implikaci. Pfedpokladejme platnost d’ Alembertova prin-
cipu (2.31). Nejsou-li ddny zadné vazby, viechna virtualni posunuti §z° jsou na sobé
nezdvisld (neboli v rovnici (2.32) je t zcela libovolny vektor), a tudiz musi vymi-
zet zdvorka (m;%; — F;) pro kaZdé i. Dostavame tedy Newtonovy pohybové rovnice
m;Z; = F;. V pritomnosti holonomnich vazeb ¢, = 0 jiz slozky virtualnich posu-
nuti dz° nejsou nezdvislé (napi. z vazby ¢ = 2! + 2% = 0 plyne omezujici podminka
Szt = —2?%). Geometricky lze elegantné argumentovat takto: Podminka (2.32) ik,
7e vektor (mx — F) lezi v prostoru kolmém k T, Q. V tomto kolmém prostoru vek-
tory grad ¢, tvofi bazi. Lze tedy najit koeficienty A, rozkladu (mx — F) do béze
grad ¢, neboli

m%—F = Zx\ygradqbw

v=1

coz je soustava Lagrangeovych rovnic I. druhu (2.24) a dtikaz je dokoncen.
X

Poznamka: Z geometrického tvaru d’Alembertova principu (2.32) lze odvodit
dalsi dva pribuzné principy. Za vektory t totiz mtzeme zvolit libovolné tecné vek-
tory. V ptivodnim d’Alembertové principu jsou t vektory maljch (virtudlnich)
posunuti dr, jejichz kartézské slozky jsou dz’. Miizeme ale vzit jinou (ekvivalentni)
sadu teénych vektorti, jmenovité vektory rychlosti v se slozkami 4%, anebo vek-
tory tecného zrychleni da, se slozkami 63°. Vyjadieno v kartézskych slozkach tak
dostavame dalsi dva principy zndmé z historie mechaniky:

3N

Z(mlasZ - F) dit =0 Jourdainuv princip, (2.33)
i=1

3N ‘

Z(miii —F)éi'=0 Gaussuv princip. (2.34)

i=1

Vyse uvedend formulace d’Alembertova principu plati pro tzv. vratnd virtualni
posunuti. To jsou takova, kdy ke kazdému malému posunuti dz° z bodu P je mozné
také opacné posunuti —éx’ z téhoz bodu P vazby. Tato vlastnost plati, pokud jsou
vazby oboustranné. Naproti tomu pro vazby jednostranné neplati. Nicméné i tehdy
lze d’Alemberttv princip pouzit, zobecnime-li ho pro nevratnd virtuilni posunuti

do podoby
3N

i=1
kde jednostranné holonomni vazby maji tvar ¢, > 0 (pfi¢em#z dz° mii{ do polo-
prostoru ¢, > 0).8

8Princip lze dale zobecnit i na neholonomni vazby (zejména kdy# jsou linearni v rychlostech).
Piislusné vyrazy lze najit v klasickych uéebnicich mechaniky, nap¥iklad [1].
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2.4 Princip virtualni prace

Rozebereme nakonec jesté specidlni pfipad d’Alembertova principu mechaniky, kdy
se neodehrdvd Zddny pohyb. V takovém piipadé je &; = 0 a (2.31) pfechazi na velmi
jednoduchy tvar

3N )
> Fiéx'=0|. (2.36)
1=1

Rikdme mu princip virtudlni prdce, protoZe vyraz nalevo miizeme fyzikalné cha-
pat jako skalarni soucin ptisobicich sil a vektoru virtudlnitho posunuti z daného
bodu.” Jedna se o zakladni princip statiky, tedy oboru mechaniky zabyvajiciho se
studiem podminek, kdy je systém v rovnovazném stavu. M4 aplikace v inzenyrstvi,
zejména konstrukci mosti, budov a jinych staveb ¢i strojt. Jako jeden z prvnich ho
formuloval J. Bernoulli (1717), ale zdrode¢nou formulaci miZeme najit jiz u Aris-
totela v souvislosti s jeho diskuzi rovnovahy na pace.

Slovné miizeme princip virtudlni prace (2.36) vyjadfit takto:

Préce vykonana pri virtualnim posunuti systému z rovnovazné polohy je nulova.

Situace se dale zjednodusuje v pfipadé, kdy jsou pusobici sily konzervativni,
neboli slozky vtisténych sil F; jsou (az na znaménko) slozky gradientu pfislusné

potencialni energie V, F; = —g;/i. Potom mé princip virtualni prace podobu

v =] 2

Ditikaz je snadny:

3N oV ) 3N .
V=) oobut==) Fia'=0.
=1 i=1

Rovnovazna poloha konzervativniho systému nastava tedy v extrému potencidlni
energie, resp. v jeho stacionarnim bodé. Pokud se jednd o minimum V', je rovno-
vazna poloha stabilni. Jestlize naopak jde o mazimum nebo sedlovy bod V', poloha
je sice rovnovazna, ale nestabilni.

9 Virtualni“ praci vykonavaji pouze vtisténé sily F, protoze pii zanedbani tieni jsou vazbové
sily R = N kolmé na virtudlni posunuti (jez lezi v roviné te¢né k vazbam).
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Priklad: Naleznéte rovnovdznou polohu tycky délky 21 optené o hladkou svislou
sténu a hranu stolu (hrana stolu je od stény vzddlena a).

Jedinou vtisténou silou je titha (0, —mg, 0) soustiedéna
(g, Yy, 27 ), redukuje se princip virtudlni prace (2.36)
na —mgdy, = 0 neboli

0y, =0.

Parametrizujme vSechny mozné polohy tycky pomoci je-
jiho sklonu, tedy thlu 0. Z geometrie snadno odvodime,

Vv

yr(0) = —atand + lsinf.

Odtud diferencovanim dostaneme vztah dy, =y 00 =
(—acos™26 + lcosf) §0. Podminka rovnovahy 6y, =0
musi platit pro kazdé virtudlni posunuti, tedy pro kazdé
00, takze rovnovazna poloha tycky je ddna podminkou

cosf, = 3’\/?.

Tato rovnovazna poloha je vSak nestabilni, nebot
Y (0,) = =3lsinf,. < 0.



Kapitola 3

Lagrangeuv formalismus

Tato kapitola je vénovana hlavnim pojmum a metodam Lagrangeova formalismu.
Nejprve zavedeme efektivnéjsi popis systému pomoci zobecnénych soufadnic a pak
odvodime dynamicky pohybovy zédkon znamy jako Lagrangeovy rovnice II. druhu.
Uvedeme zéakladni véty tykajici se integralti pohybu, jimiz lze tyto rovnice fesit. Uzi-
te¢nost Lagrangeova pfistupu budeme ilustrovat pfedevsim na vyznamném piikladé
pohybu hmotného bodu v poli centralni sily (Keplerova tloha, rozptyl elementar-
nich ¢astic). Zavérem se budeme zabyvat problémem pohybu dvou a vice vzdjemné
interagujicich téles.

Uvidime, ze Lagrangetv formalismus je velmi elegantni formulaci mechaniky.
7 jediné vychozi skalarni Lagrangeovy funkce L dokaze pfimocare zkonstruovat
pohybové rovnice v libovolnych vhodnjch soufadnicich, a navic implikuje nékteré
triky umoznujici nalézt jejich feSeni. Neméné dulezité je, Ze formalismus nachdazi
Cetna zobecnéni mimo mechaniku, napfiklad v teorii pole a v relativistickych ¢i
kvantovych teoriich.

3.1 Popis systému

Efektivita Lagrangeova formalismu spociva zejména v tom, Ze k popisu mechanic-
kého systému pouziva takzvané zobecnéné souradnice standardné oznacované
symbolem ¢7. Jsou to vhodné zvolené libovolné parametry, které jednoznacné popi-
suji vSechny mozné konfigurace systému.

Velka rozmanitost mechanickych tloh znemoznuje aplikaci obecné pouzitelnych
Luniverzalnich“ soufadnic, které by idedlné popisovaly vyvoj kazdého systému. Sa-
moziejmé, vidy lze napiiklad zavést kartézské soufadnice 2’ viech hmotn§ch bodt
a predepsat pusobici sily a vazby. Vysledné pohybové rovnice jsou ovsem velmi
komplikované. Dokonce uz v trividlnim ptipadé pohybu jediného hmotného bodu
v poli centralni sily je pouziti kartézskych soufadnic dosti nepraktické (prislusné
diferencidlni rovnice jsou slozité), daleko vyhodnéjsi je uziti sférickych soufadnic,
které prirozené vystihuji symetrii daného problému.

46
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3.1.1 Zavedeni zobecnénych souradnic

Lagrangetiv pfistup k popisu mechanickych systémil je genidlné prosty: vhodné
soutadnice ,usije na miru“ daného problému. Pfitom eklekticky kombinuje riizné
typy soutfadnic a parametra — zpravidla vzdalenosti a thly. Jejich volba pfitom neni
a priori ni¢im predepsana, jedinym omezenim je, aby zvolené zobecnéné soutadnice
¢’ jednozna¢né popisovaly vSechny mozné polohy hmotngch bodé systému, tzv.
konfigurace.

Je zjevné, Ze zobecnénych soufadnic musi byt tolik, kolik je stuprit volnosti
daného systému,

q17q27"'7qn ) (3'1)

kde 7 pfiéemz N je pocet hmotnych bodl a v je polet vazeb (viz
¢ast 2.2 textu). Lagrange tedy G¢inné pouzivéa tzv. Occamovu biitvu:', Je zbyteéné
uzivati vice tam, kde vystac¢ime s méné.“ Opravdu, je zbytecné uzivat vice zobecné-
nych soufadnic, nez je nezbytné nutno (tedy nez je podet stupiit volnosti). A méné
jich také nelze pouzit, protoze pocet parametri by nebyl dostate¢ny k popisu vSech
moznych konfiguraci systému.

Zobecnéné souradnice lze zavést ,libovolné“, a proto je nasim cilem volit je vzdy
co nejvhodnéji. To vyzaduje trochu zkuSenosti a intuice. Par nésledujicich piikladi
ukaze prirozené volby zobecnénych souradnic pro jednoduché mechanické systémy:

Priklady:

matematické kyvadlo
gt = ¢ ... vychylka ze svislé rovnovazné polohy

x
eliptické kyvadlo : !

g¢' =z ... poloha horniho télesa |

¢*> = ¢ ... vychylka zavésu ze svislé polohy @

dvé télesa na pruzinach 1 To
g¢' = x1 ... vychylka prvniho télesa z rovhovahy bromomomooo oo —~+
¢*> = x5 ... vychylka druhého télesa z rovnovahy VWV OWMRe
cinka

¢' =z ... vodorovn4 soufadnice t&zigté

P =y svisla soutadnice tézisté

¢®> =1 ... natoceni ¢inky

"'William Occam (1290-1349), anglicky stfedovéky teolog a filozof. Jeho slavny aforismus
je Casto citovan i pouzivan. Naptiklad Bertrand Russell ve svém dile History of Western Philosophy
o Occamové bfitvé uvadi: ,,Shledal jsem toto byti nejplodnéj$im principem logické analyzy.“
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Obvykle predpoklddame, Ze existuje vztah mezi zobecnénymi a kartézskymi
souradnicemsi

(¢t " t)|, i=1,...,3N, (3.2)

a ze je regularni. Jinymi slovy: z aktudlnich hodnot zobecnénych soufadnic muzeme
v kazdém okamziku jednoznac¢né stanovit polohu vSsech hmotnych bodd v prostoru
pomoci pfirozenych kartézskych soutadnic.

Priklad: pohyb mravence po povrchu koule

Uloha mé 2 stupné volnosti. Idealni je zavést sférické tihly (zemépisné soufadnice)
¢t =1, ¢*> = p, které jednoznacné uréuji polohu mravence. Ma-li koule polomér I,
je vztah ke kartézskym soutadnicim dan standardnimi rovnicemi

x! = Isindcosp,

2?2 = Isindsinp,

2% =1lcos?,
které identicky spliuji vazbu (x1)2 + (22)% + (22)? = [2, viz (2.4). Kazdd hodnota
zobecnénych soufadnic ¥ € (0,7), ¢ € [0,27) proto jednoznacéné odpovidd mozné
poloze (konfiguraci) mravence na povrchu koule. Pokud by koule byla povrchem
nafukujiciho se balonku, jednalo by se o rheonomni vazbu, pfi¢emz polomér by byl
konkrétni funkei ¢asu, neboli [(t). Pak by bylo z¢(9, o, t).

3.1.2 Konfiguracni prostor a zobecnéné rychlosti

Zobecnéné soutadnice (q!,...,¢") vymezuji takzvany konfiguracni prostor Q
vSech moznych poloh (konfiguraci) systému. Re¢eno geometricky, jedna se o tzv.
konfigura¢ni varietu, pricemz (q',...,q") jsou piislusné lokalni soufadnice na ni.
V piedchozim piikladé je konfiguraéni varietou sféra S? a ¥, ¢ jsou lokalni soufad-
nice na jeji obvyklé mapé, jez neobsahuje severni a jizni pdl.

Diilezité pfitom je, ze konfiguraéni prostor meni prostorem fyzikalnich
stavt systému, protoZe vypovida pouze o konfiguracich — tedy o polohdch — vSech
hmotnych bodii. Abychom ziskali iplnou informaci o fyzikalnim stavu, je nutné znat
také jejich rychlosti. Konfigura¢ni prostor tedy musime doplnit o tzv. zobecnéné
rychlosti (¢,...,¢"). To jsou dodate¢né rychlostni parametry, jez jsou obecné
nezdvislé na okamzité poloze. Formélné tedy

00 _5 00 _5 o0 _ 04

o 10 9@ I ag | o@ |

(3.3)

kde (5;— je Kroneckeriv symbol.

7 hlediska exaktni formulace mechaniky v jazyce diferencidlni geometrie pred-
stavuje konfiguracni prostor varietu Q. Jeji libovolny bod P € Q je popsan soutad-
nicovymi parametry (¢!, ..., q") uréujicimi polohu hmotnych bodi systému. Jejich
(mozné) rychlosti v jsou v daném misté P tecné vektory k varieté Q, lezi tedy
v linedrnim vektorovém tecném prostoru T, Q. Vektor rychlosti v € T, Q je v sou-
fadnicové bazi (8%1, cee %), viz vzorec (II-1.6), urcen slozkami (¢!,...,q¢"). Az
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spojenim obou druht informaci o polohach i rychlostech vznikd prostor fyzikal-
nich stavii daného systému: jde o takzvany tecéngy bandl TQ, neboli rychlostni
fazovy prostor, dimenze 2n parametrizovany soutadnicemi (¢!,...,¢", ¢, ..., ¢").
Podrobnosti lze najit v KNIZE DRUHE tohoto konvolutu.

A

Uvedena struktura rychlostniho fazového prostoru poskytuje napiriklad pfirozené
vysvétleni tzv. Zéndnova paradozu §ipu.? Paradox podle Zéndna spoéiva v tom, Ze
nelze navzajem odlisit letici a stojici $ip, kdyz se oba pravé nachézeji na stejném
misté. Opravdu: z hlediska konfigura¢niho prostoru Q maji oba stejné hodnoty zo-
becnénych soufadnic ¢’. Piesto ale predstavuji odligné fyzikalni stavy uréené jinymi
hodnotami zobecnénych rychlosti ¢7: zatimco stojici &ip je uréen nulovym vekto-
rem v =02z T,Q, sip letici stejnym bodem P danou rychlosti je urc¢en konkrétnim
nenulovym vektorem v € T, Q.

3.2 Odvozeni Lagrangeovych rovnic II. druhu

Nyni jiz mizeme piistoupit k vlastnimu odvozeni pohybovych rovnic soustavy, jejiz
konfigurace jsou vyjadieny vhodnymi zobecnénymi souradnicemi. Takové rovnice se
nazyvaji Lagrangeovy rovnice II. druhu. Z pedagogickych diévodt je nejdfiv odvo-
dime pro nejjednodussi jednorozmeérnou situaci (takze nebudeme muset psat zadné
indexy) a potom rovnice pfimocafe zobecnime na libovolny pocet zobecnénych sou-
fadnic.

3.2.1 Nejjednodussi situace

Uvazujme pro jednoduchost nejprve jednorozmérny pohyb jediné éastice hmot-
nosti m podél kartézské osy x. Necht zobecnéna soutradnice je ¢, pficemz vztah mezi
ni a kartézskou polohou z je obecné x(q, t). Pro konkrétni trajektorii ¢(¢) odtud do-
stavame

dr  Odxdq O

de_ Ovdg  Or 4
dt ~ ogdt ot (3-4)

Nyni mtizeme snadno spocitat kinetickou energii ¢astice, kterou budeme oznaco-

dz\? Odrdq O 2

27énén z Eleje (490-430 pf. n. 1.), prosluly fecky filozof a z4k Parmenidtv, se proslavil zejména
svymi aporiemi: ,letici Sip je v klidu“, , Achilleus nikdy nedohoni zelvu“ a podobné.

z(t) = z(q(t), 1), takze

vat symbolem T':
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Vsechny tyto funkce zaviseji na ¢ase, nebot je vy¢islujeme podél trajektorie ¢(t).
Protoze vSak vyraz (3.5) plati pro kaZdou trajektorii a v kaZdém fiznim okamZiku
to, musi v tg platit vztah

. 0 ) 2
Ta.d.t0) =y (Gt to) i+ G lavto)) (3.6)

t
kde

dlZ (to) je okamzita rychlost.

Jestlize nyni budeme v zafixovaném case ty zobecnénou souradnici ¢ a zobecné-
nou rychlost ¢ chapat jako navzdjem nezdvislé parametry, dostaneme parcidlnim
derivovanim (3.6) rovnice

q = q(to) je okamzitd poloha a ¢=

oT or . Oz\ Oz

o - (a +8t)8 (3.7)
or _ (9%, 0r\ [0 (dz\ . 0 (0 (3.9)
g "\aq? " o) |ag\aq ) T ai\aqg )| :

Tyto vztahy opét musi platit v kaZdém okamZiku to libovolné trajektorie q(t). Proto
mizeme ziskat casové vyjadieni vjvoje obou veli¢in (3.7), (3.8) prostym dosazenim

dg
q=q(t) =3 ®
tedy
or, . drdg Ox\ Ox B d:c ox
20 (Grat o) o "at o (39

OF 4y = g (2249, 0 | O (O +a Quy ) dr d(0r) g0
0q ogdt = at) |9g\ dq ot\dqg )| T dtdt\og)

kde v druhych rovnostech jsme uplatnili vztah (3.4) a jeho analogii pro §; (‘gﬁ)

Odecteme-li nyni od tplné ¢asové derivace prvniho vyrazu druhy vyraz, dostaneme
A(OTN_OT | dwor  drd(0x\  ded(ory | dwor o
dq dq  dt29q dt dt \ dq dt dt\9q ) dt29q

protoze druhy a tieti vyraz se navzdjem odeétou. Pravou stranu (3.11) lze pomoci
Newtonovy pohybové rovnice jiz snadno vyjadrit

d?z 837 81: _

kde @ je zobecnénd sila, coz je prumét obvyklé  kartézské“ sily F' do sméru tec-
ného vektoru (ne nutné jednotkového) k zobecnéné soufadnici ¢. Tim jsme odvodili

d (9T oT
- (a_q> ~ 9 =@ (3.13)
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coz je Lagrangeova rovnice II. druhu (Joseph Louis Lagrange, 1788). Je to
vyjadieni pohybového zakona klasické mechaniky v libovolné jedné zobecnéné sou-
fadnici. Vyraz na levé strané pritom musime chapat jako uzite¢nou zkratku pro
operaci, kterd odpovida vyse uvedenému odvozeni, tedy postupu:
e vyjdeme z obvyklého ,kartézského* vztahu pro kinetickou energii T = %m (‘é—f)
e vyjadiime ho pomoci zobecnénych soufadnic a zobecnénych rychlosti, viz (3.6)

e tento vyraz T'(q, g, to) parcialné zderivujeme podle nezévislych parametrt ¢ a ¢

e do téchto vztahti dosadime za parametr g funkci ¢(t) a za parametr ¢ funkci %(t)

e prvni z takto ziskanych funkci %—g(t) zderivujeme uplné podle casu t

e odecteme od ni druhou funkci %—z(t) a cely vyraz poloZime roven zobecnéné sile )

Uvedenou procedurou dostaneme vztah (3.13), coZ je z matematického hlediska
jedna obydejnd diferencidlni rovnice 2. ¥f4du pro hledanou funkci ¢(t).

3.2.2 Nejobecnéjsi situace

Vyse uvedeny postup platny pro jeden hmotny bod m pohybujici se podél jediné
kartézské osy z lze snadno zobecnit na situaci, kdy se mechanicky systém skldada
z N hmotngch bodu, jez se pohybuji v t¥irozmérném prostoru. Ve standardnim
kartézském popisu (viz ¢ast 2.2.1) tedy mame soufadnice z',z2, 23, jez popisuji
polohu prvniho hmotného bodu hmotnosti m(!), souradnice z%, 2%, 2, jez popisuji
polohu druhého hmotného bodu hmotnosti m(?, atd. Je také uziteéné zavést sou-
stavu 3N konstant m; piedpisem mi = mg = m3 = mM), my = ms = mg = m®,
atd. Diky tomuto formalismu lze celkovou kinetickou energii soustavy hmot-

nych bodu vyjadrit
3N dzi\ 2
_1 i
T_Q;mz(dJ . (3.14)

Necht je tato soustava podrobena celkem v holonomnim wvazbdm (to jest
vazbam nezavislym na rychlosti pohybu) tvaru ¢, (z*,t) =0, v = 1,2,...,v. Pii-
poustime vSak ¢asovou zavislost (tedy vazby rheonomni). Pak lze vzdy lokalné zvolit
zobecnéné soufadnice ¢7 , j = 1,2,...,n, tedy nezévislé parametry ¢/ takové, Ze pro
libovolnou jejich hodnotu (z vhodného definiéniho oboru) jsou vSechny holonomni
vazby ¢, = 0 identicky splnény.® Za predpokladu dostate¢né hladkosti vazeb musi
existovat funkce (3.2), to jest ' = 2%(¢?,t). Pro libovolnou trajektorii ¢’(t) tak
dostavame
da? B ozt dgF o'
& oAt o

3Geometricky Feceno: zobecnéné soufadnice ¢7 jsou soufadnice lokalni mapy atlasu pokrjva-
jiciho konfiguraéni varietu Q definovanou vazbami ¢, =0,v = 1,2,...,v, viz ¢asti 1.1.1 a 2.2

v KNIZE DRUHE. Zde je tato varieta Q hladkym podprostorem dimenze n = 3N — v vnofenym
do eukleidovského prostoru s 3N kartézskymi soufadnicemi z*.

2 (t) = z' (¢ (), 1), takze (3.15)
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kde v indexu k pouzivame Einsteinovo sumaéni pravidlo Y ;_,. Dosazenim do vy-
razu (3.14) obdrzime pro celkovou kinetickou energii ve fiznim éase to vztah

ox ari\ >
rig =33 om (2 o) (3.16)
=1

kde funkce ‘% a 66””15 zéviseji dle (3.2) jen na ¢’ a pripadné na to. V tomto vyjadieni,
které zobecnuje (3.6), jiz vystupuji zobecnéné rychlosti ¢/ a zobecnéné souradnice
¢’ jako nezdvislé parametry, viz (3.3). Parcialnimi derivacemi (3.16) tedy dostdvame

oT Ox ko oz'\ ox'
gl Zmi(ak 8t>8qj’ (3.17)

oT Ox by ox' o [0z ., O [0z
g Zml <5‘“ ot > {Bql<8qﬂ‘) ! +3t(3qj)]' (318)

Nyni provedeme proceduru ,zpétného* dosazeni éasovych funkci ¢ (t) za piislusné

parametry ¢* a funkci di:(t) za parametry ¢*. Uzitim vztahu (3.15) dostaneme

casovou zavislost téchto vyrazi podél libovolné trajektorie,

oT N dgt Oon
N . o t == 177 9 .].
VA Zm dt dgi (3:19)
oT X dat d [ 0a
—() = i— — | . 3.20
aqﬂ() ;m dt dt<8q3> (8:20)
Odtud jiz snadno pomoci Newtonovych pohybovych rovnic (2.9) plyne, ze
d /orT or % d%zt o n dz® d [/ 0x dz? d [/ 0x
dt \ 0¢7 dgf P dt2 9¢7 ' dt dt \ Ogd dt dt \ 0¢
3N o
d%x? Oxt 837
= ;mzﬁaiq] = -~ - =Q;. (3:21)

Tim jsme odvodili Lagrangeovy rovnice II. druhu v jejich nejobecnéjsim tvaru

d (or\ or .
E((?_qj)_a_qj_@j, j=1,...,n. (3.22)

Jedné se o vyjadfeni pohybovych rovnic mechanického systému v libovolnjych zo-
becnénych soufadnicich ¢7/. Matematicky jde o soustavu n = 3N — v oby¢ejnych
diferencialnich rovnic 2. f4du pro n neznamych funkci ¢/ (¢), jez popisuji trajektorie
Castic. Je jich tedy pravé tolik, kolik je stupnti volnosti daného systému. Dyna-
mika je pfitom urcena jedinou skalarni velicinou, totiz celkovou kinetickou energii
T soustavy, a slozkami piisobicich zobecnénych sil Q.
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3.2.3 Potencial a Lagrangeova funkce

Za prihodnych okolnosti lze Lagrangeovy rovnice jesté vice zjednodusit. Pfedevsim
ve fyzikdlné dilezitych situacich, kdy na hmotné body piisobi jen konzervativni
sily,* 1ze obecné komplikované slozky zobecnénych sil Q; vyjadfit pomoci jediné
skaldrni funkce, totiz potencidlu V (pfesnéji bychom méli fikat ,potencidlni ener-
gie“). Opravdu, v takovém p¥ipadé je

3N i 3N i
ox* oV Ox* 1%
=Y R |=- Rt A 3.23
Q.? — aq] po &ﬂ aq] aqj ( )

Jestlize dosadime toto vyjadfeni zobecnéngch sil na pravou stranu rovnice (3.22)
a uvazime, ze Cleny % jsou identicky nulové (sily jsou konzervativni a potencial V'
proto nemize zaviset na zobecnénych rychlostech), mizeme Lagrangeovy rovnice
II. druhu piepsat do prostého tvaru

d (0L 0L )

kde funkce L(¢?,¢?,t) je definovana jako rozdil kinetické a potencidlni energie

(32

a nazyvé se Lagrangeova funkce (neboli lagrangidn) daného mechanického sys-
tému. Vidime, %e pohybové rovnice lze ziskat pfimocarou kombinaci (3.24) parci-
alnich derivaci z jediné skalarni funkce L. Pravé v tom spociva velka uzitecnost
Lagrangeova formalismu: oproti obvyklému newtonovskému postupu jiZz neni tieba
provadeét slozité rozklady ptisobicich sil do smért jednotlivych soufadnic. Navic
automaticky dostaneme pravé jen tolik rovnic, kolik je stupnt volnosti studovaného
systému.

Lagrangeovy rovnice (3.24) lze pouzit v dulezitych situacich s konzervativnim
polem, napfiklad pro:

e homogenni gravitacni pole V =mgz
e centrdlni gravitacni pole v=_2¢ , kde a=GMm (3.26)
r

e harmonicky oscildtor V =1k (x — x0)?

1
2

4Pfipomeiime, Ze silové pole F je konzervativni pravé tehdy, kdyz vykonané prace nezavisi na
dréaze (pouze na koncovych bodech), neboli kdyz je prace po libovolné uzaviené draze nulova. To
je ekvivalentni podmince, ze rot F =0, coz nastava prave tehdy, kdyz existuje potencial V' takovy,
ze F=—gradV.
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Priklad: Odvodte pohybovou rovnici matematického kyvadla.

Konfiguraénim prostorem (varietou) Q je kruZnice poloméru I.
K popisu polohy hmotného bodu m staci jedind zobecnénd sourad-
nice ¢, a za ni je prirozené zvolit whel ¢ urcujici vychylku z dolni
rovnovézné polohy. Kinetickd energie je T = Jmuv? = fml%p?,
protoze rychlost kruhového pohybu je v = Ilp. Potencialni ener-
gie v homogennim gravitacnim poli je V = mgz, kde osa z mifi
vzhiru. Z geometrie vidime, ze —z = [ cos @, tedy V' = —mgl cos p.
Lagrangeova funkce L(p, ) =T — V mé proto tvar

L= imi*$* + mglcosp. (3.27)
Jeji parcidlni derivace jsou g—é =ml?) a g—f& = —mglsin .

Po ,zapnuti casu“ davaji Lagrangeovy rovnice (3.24)
mi%2p + mglsin ¢ = 0 neboli

¢+%Sin(p:0. (3.28)
Kvili nelinearité neni exaktn{ feSeni této diferencidlni rovnice snadné (je dano tzv.
eliptickymi integrdly). Pro malé vjchylky lze vSak pouzit Taylortv rozvoj funkce
sinus, ¢imz dostaneme linearizovanou rovnici ¢ + 4 ¢ = 0. To je rovnice harmo-
nickeho oscildtoru s Ghlovou frekvenci kmitt w = ﬂ . Exaktni feSeni a podrobny
rozbor tlohy je obsahem ptikladu 1-5 v KNIZE TRETI.

3.2.4 Zobecnény potencial

Jednoduchy tvar (3.24) Lagrangeovych rovnic II. druhu plati dokonce i v obecnéjsich
situacich, kdy silové pole jiz neni konzervativni, ale existuje takzvany zobecnény
potencial. Tim myslime situaci, kdy ptisobici sila mé takovy charakter, Zze k ni
existuje funkce V(¢’, ¢’,t) takova, ze

d [oV oV
%= 5 (o) ~ o0 | 429

Zobecnéni spociva v tom, ze pripoustime také zdvislost na zobecnénych rychlostech
a case (obyéejny potencidl smi zéviset pouze na soufadnicich). Je zjevné, Ze dosa-
zenim (3.29) na pravou stranu obecnych pohybovych rovnic (3.22) opét dostaneme
Lagrangeovy rovnice II. druhu ve tvaru (3.24), kde Lagrangeova funkce je déna
L=T-V =T(,¢,t) - V(¢g’,§,t), tedy opét piedpisem (3.25). Pro pifpad
konzervativnich sil se (3.29) samozfejmé redukuje na jednodussi vztah (3.23).

Zdélo by se, ze zde popsany piipad je umély, nebot predpoklddd platnost po-
mérné slozitého vztahu (3.29). Podivuhodné piiroda ale kupodivu takovouto spe-
cidlni moznost opravdu realizuje, napriklad ve velmi dulezitém pripadé elektro-
magnetické interakce. Opravdu, pfimym vypocétem lze ukdzat (viz pfiklad 3-13



¢ast 3.2. Odvozeni Lagrangeovych rovnic II. druhu 55

v KNIZE TRETI), 7e pro elektromagnetickou Lorentzovu silu F = ¢ (E + v x B)
existuje zobecnény potencial V (¢7, ¢/, t) tvaru

‘V:e(ap—v-A) ) (3.30)

kde ¢ je skaldrni (elektricky) potencidl, zatimco A je vektorovy potencidl. Souvislost
vektorovych elektromagnetickych poli a pfislusnych potencidld je ddna znamymi
A

vztahy E = —grad o — mn a B = rot A. Moznost popsat pohyb castic v obecném
elektromagnetickém poli pomoci Lagrangeovy funkce je velmi vitana jak po strance
teoretické, tak i praktické a nachazi své prirozené zobecnéni také v relativistické ¢i
kvantové teorii.

Prakticka ,,Lagrangeova kuchatka“ pro sestaveni pohybovych rovnic
tedy zni takto:

1. Ur¢ime pocet stupni volnosti n a zavedeme vhodné zobecnéné souradnice
¢, j =1,...,n (neboli n parametrii ¢/ jednoznaéné popisujicich pohyb
soustavy v souladu s vazbami).

2. Vyjadiime kartézské souradnice 2° pomoci zobecnénych soufadnic ¢7,
tedy uréime vztahy x(¢’,t), kdei =1,...,3N,j=1,...,n.

« . . codxt o drgs i dg?
3. Vypocteme kartézské rychlosti <& = Gl (@ (), t)] a

=G (t) zaménime

za ¢’.

4. Dosazenim do definice kinetické energie T' = % Zf’ivl m; (dd—f”tif ziskdme
T(¢,¢7,t).

5. Dosazenim z°(¢?,t) do potencialni energie V (z*) vypoéteme V (¢7, 1),
pfipadné najdeme zobecnény potencidl V(g¢?,¢’,t) .

6. Stanovime Lagrangeovu funkci L =T —V .

7. Jejim derivovanim a kombinaci ziskame Lagrangeovy pohybové rovnice

d (oL _ 0L _
dt \ 8¢7 dq T V-

3.2.5 Priklad: ¢astice v centralnim poli

Jako ilustraci zkoumejme nyni pohyb hmotného bodu v poli centralni sily. Budeme
postupovat podle vyse uvedeného navodu:

1. Mame jediny hmotny bod v tfirozmérném prostoru a zadnou vazbu, takze
n = 3. Sila v centralnim poli je vzdy radidlni a jeji velikost zavisi jen na vzda-
lenosti od centra, kde zvolime pocatek. Za t¥i zobecnéné soutradnice ¢', ¢2, ¢°
je tedy prirozené zvolit standardni sférické souradnice r, 9, .

2. Vztahy x%(¢?) jsou obvykla vyjadieni kartézskych souradnice sférickymi, tedy

' = rsind cosp,
x¥ = rsind singp, (3.31)

x° = r cost.
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3. Kartézské slozky rychlosti ziskdme tplnou ¢asovou derivaci (3.31):

da? .

%: 7 sin®y cosp + r cosv ¥ cos — r sind sing @,

da? .. . - . .

- 7 sind sinp +r cosdd sinp + 7 sind cosp,  (3.32)
da? :

d—xt: 7 cosy — 1 sind .

4. Dosazenim (3.32) do obvyklého kartézského vyrazu pro kinetickou energii
T = lm [(d—xl)Q + (d—xz)Q + (d_f»)? zjistime, ze fada clent vypadne, za-
2 dt dt dt ’ ’
timco zbylé se zkombinuji do jednoduchého vztahu pro kinetickou energii ve
sférickych souradnicich:

T = L% + 1292 + 1% sin® 0 %) . (3.33)
(V&imnéte si, ze T je kvadratickd diagonalni forma zobecnénych rychlosti ¢/.)

5. Centralni silové pole je stéricky symetrické, a proto prislusnéd potencialni ener-
gie V nemiize zaviset na thlovych zobecnénych soufadnicich ¥, p. Proto je
V(r). Opravdu: provedenim gradientu na tuto skalarni funkci dostaneme, ze
prislusné sila ma pouze radidlni slozku, pficemz jeji velikost zavisi jen na
vzdalenosti r od centra.

6. Lagrangeova funkce L ve sférickych souradnicich tedy ma tvar

L= 1tm(i? +r20% + r?sin® 0 %) — V(r)|. (3.34)

7. Parcialni derivace této Lagrangeovy funkce podle zobecnénjch rychlosti ¢/
a nazavislych zobecnénjch soufadnic ¢/ jsou

L L . d
%:mh Z—T:mrﬁQ—Fmrsinzﬁ(pQ—d—‘:,
oL . OL
55 = mr?d 9 = mr? sind cosd p? (3.35)
a—l?:mTQSin%?gb, a—L:O.
9p dp
Lagrangeovy rovnice II. druhu (3.24) jsou tedy explicitné:
. dv
mi — mrd? — mrsin? 9 $? + i 0,
r
(mr?9) — mr?sind cos¥ $? =0, (3.36)

(mr?sin® ¥ ¢) =0,

kde tecka nad symbolem (¢&i za zévorkou) znad¢i iplnou ¢asovou derivaci pfi-
slusné funkce. Z matematického hlediska je to tedy soustava t¥i obycejnych
diferencidlnich rovnic pro t¥i hledané funkce r(t), 9(t), p(t).
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Nyni obrétime pozornost na fefeni pohybovych rovnic (3.36). Soustava vypada
slozité: proménné jsou navzajem provazany a rovnice jsou nelinedrni. Pti bliz§im
pohledu ovem miiZeme ucinit dilezity exaktni zavér: pohyb éastice v libovolném
centralnim poli je nutné rovinng.

Dukaz této skutecnosti neni tézky. Druhou diferencidlni rovnici v (3.36) rozepiSeme
do explicitniho tvaru

J = sind cosd @2 — 224, (3.37)
T

Bez ijmy na obecnosti ale mtizeme predpokladat pocdtecni podminky ¥ = 5 a 9=0
v Case t = 0. (Vyuzijeme volnosti pfi zavadéni sférickych zobecnénych soutadnic:
stac¢i na pocatku orientovat kartézskou osu 2® v (3.31) tak, aby mifila kolmo na
yrovnikovou rovinu® definovanou vektorem polohy r ¢astice viuci centru a vektorem
rychlosti v této ¢astice v podateénim case t = 0.)

P¥i této volbé pak z diferencialni rovnice (3.37) ihned plyne, Ze v t = 0 je J = 0. To
znamend, ze slozka zrychleni ¢astice ve sméru mimo rovinu ¢ = 7 je nulovd, a proto
¢astice nemiize tuto rovnikovou rovinu nikdy opustit. Matematicky tento fakt plyne
z véty o jednoznacnosti feseni rovnice (3.37) ve tvaru ¥(t) = 5 pro dané pocatecni
podminky.®

Pohyb v poli centralni sily je tedy nutné rovinny. Pfestoze jsme zacali obecnou
moznosti pohybu ¢astice ve tfirozmérném prostoru, jeji skutecny pohyb je efektivne
jen dvourozmérny: omezuje se na jedinou rovinu. Pozdéji uvidime, ze z fyzikalniho
pohledu je tato skutecnost dtsledkem zachovani momentu hybnosti L=r x mv
Castice v daném systému (moment sily M = r x F totiZ vymizi, protoze vektor F
je radialni, a tedy kolinedrni s polohovym vektorem r).

X

Uloha se tedy bez Gjmy na obecnosti redukuje na dvojrozmérny problém. Je proto
pfirozené v roviné pohybu za zobecnéné souradnice ¢!, g2 zvolit standardni poldrni
souradnice r, p, které s kartézskymi souradnicemi souviseji vztahy

' =7 cosgp,

22 = rsing, (3.38)

5Podstatou diikazu je rozvinuti funkce 9(t) do Taylorova rozvoje, tedy 9(t) = 9(0) + $(0) ¢t +

%79(0) t2 4 ..., kde 9(0) = 5 a 9(0) = 0. V diisledku rovnice (3.37) je 9(0) =0, a v diisledku

derivact této rovnice také v po¢ateénim case ¢ = 0 vymizi vSechny vyssi derivace funkce ¥(¢).
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(je to vlastné specialni piipad (3.31) pro ¢ = 7). Kdyz nyni aplikujeme kuchaiku
uvedenou v uvodu této ¢asti textu, dostaneme Lagrangeovu funkci ve tvaru

L=1m(?+r*¢*) = V(r) (3.39)

a odtud ziskdme Lagrangeovy rovnice

" .2 dv
mr —mre¢® = ——

dr’
(mr2p) = 0. (3.40)

Tyto rovnice samoziejmé plynou i z (3.36) pro ¥ = 7. Rozborem jejich feSeni se
budeme zabyvat v néasledujici ¢asti 3.4.

3.3 ResSeni pohybovych rovnic a integraly pohybu

Lagrangeovy rovnice II. druhu poskytuji jasny a prakticky algoritmus pro efektivni
sestaveni pohybovych rovnic. Obecné existuji tfi mozné pfistupy, jak takto ziskané
diferencialni rovnice vytesit:

e numerické feseni: V dnesni dobé velmi vykonnjch pocita¢tt neni problém
napsat tvar prislusné soustavy obycejnych diferencidlnich rovnic do vhodného
programovaciho prostfedi (napf MATHEMATICA, MAPLE, MATLAB atd.)
a po zvoleni konkrétnich poc¢atecnich podminek odpovidajici numerické feseni
vykreslit. Je vSak tieba mit na paméti, ze pfi numerickém Feseni vyvstava pro-
blém spolehlivosti ziskanych vysledkt. Nutné vznikaji numerické chyby, které
mohou v okoli nestabilnich bod® nartistat a ziskané feseni pak neodpovida
skuteénému. Existuji sofistikovanéjsi numerické metody, které umoziuji mit
presnost vypocti pod kontrolou. Vzdy je ale uzitecné mit teoreticky vhled do
charakteru feseni a vysledek pomoci néj peclivé testovat, napiiklad vhodnymi
zachovavajicimi se veli¢inami.

e priblizné feseni: Soustava pohybovych rovnic je obecné slozita, a tak neni
snadné najit jeji presné feseni. Nejvétsim problémem je, kdyz jsou diferencidl-
nich rovnice nelinedrni, nebot pak neplati princip superpozice elementarnich
feSeni. V takovém piipadé obvykle namisto presného feseni hledame jen feseni
pfiblizné: zanedbame nelinedrni céleny a pak standardnim postupem fe-
$ime prislusné aproximované linearni rovnice. Provedeni spravné linearizace je
svého druhu ,,uméni“, nebot teprve praxilze ziskat zkusenost, které zanedbani
¢lend je fyzikalné opravnéné a konzistentni.

Ilustrace linearizace: matematické kyvadlo. Je-li zobecnénou souradnici
vychylka ¢, mé Lagrangeova funkce tvar L = %ml2gb2 + mgl cos ¢, pfislusna
rovnice (3.24) pak je ¢ + ¥ sinp = 0, viz (3.27) a (3.28). Tato nelinedrni di-
ferencialni rovnice nema jednoduché feseni, ale snadno mutzeme provést jeji
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linearizaci pro malé vychylky ¢ < 1. Taylortiv rozvoj iika, ze v takovém pfi-
padé singp ~ ¢, takze ¢ + 9 ~ 0. To je jednoduchd linearni rovnice zndma
jako rovnice harmonického oscilatoru: jejim feSenim jsou harmonické kmity
o(t) = @o cos (\/7t+6), kde o, § jsou integraéni konstanty odpovidajici am-
plitudé a fazi. Poznamenejme, Ze linearizovanou pohybovou rovnici lze ziskat
predpisem (3.24) také z Lagrangeovy funkce rozvinuté do druhého vddu v pro-
ménné ¢, tedy z L ~ $mi?¢? +mgl(1 — 34%).

e presné FesSeni: Je samoziejmé nejlepsi, kdyZz se nam podafi najit exaktni
feSeni presnych pohybovych rovnic. To je veskrze loha matematicka, pri niz
musime uplatnit zrucnost a zkusenosti ziskané v matematickych kurzech. Do-
porucuje se pouzit také specidlni literaturu a tabulky feseni diferencidlnich
rovnic.

Je také pozoruhodné, ze Lagrangetv formalismus, ktery umoznuje efektivné
sestavit pohybové rovnice, ndm soucasné poskytuje triky pro jejich teseni!
Jedna se predevsim o konstruktivni postup nalezeni tzv. integrald pohybu
(neboli ,prvnich integralt pohybovych rovnic*), coz jsou speciélni veli¢iny,
které v priabéhu pohybu neméni svoji hodnotu. Za¢néme jejich definici a pak
uvedeme nékolik zakladnich vét:

Integral pohybu je vyraz tvaru f(q’,¢’), ktery v kazdém case t
nabyva stejné hodnoty, kdyz ho vy¢islime podél libovolné trajektorie
¢’ (t) fesici pohybové rovnice daného systému.

Pfesnéji feceno: jestlize do funkce f dosadime za zobecnénou soufadnici ¢’ funkci
@ (t) popisujici skuteny pohyb, a za zobecnénou rychlost ¢’ jeji casovou deri-
vaci 901 dostaneme funkci f(t) = f(4?(t),¢(t)). Hodnota této funkce je kon-

dt
stantni, tedy na ase nezavisla (pro rizné trajektorie ¢’ (t) je ale pfislusna hodnota

f(t) = konst. obecné rtizna). Pro integrél pohybu tedy plati
df(t)

f(d(t),¢’(t)) = konst. neboli o 0 (3.41)

Uvedme nyni dvé vyznamné véty:

Pokud Lagrangeova funkce L nezavisi na zobecnéné soutadnici ¢’
(v tom pfipadé fikame, Ze ¢ je takzvand ,cyklickd soufadnice”),

pak vyraz i je integralem pohybu.
q

Dukaz je snadny. Z n Lagrangeovych rovnic II. druhu (3.24), kde index j nabyvé

hodnot 1,...,i—1,4,24+1,...,n, vezmeme pravé i-tou, tedy % (qu,i) — g{ﬁ =0.

Dle ptredpoklad véty vymizi druhy clen, takze

d (oLy _,
dt \o¢i )
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Porovnénim s (3.41) vidime, ze f = qui je integral pohybu, ¢imz je dikaz dokoncen.

X

Priklady: Pro volnou cdastici je V =0, a proto L = T, tedy
L= im(i* + 9 + 22).

Vsechny tfi kartézské soutradnice jsou zjevné cyklické, a tak véta ihned implikuje
tfi integraly pohybu:

oL .

— =mIr=a
ot '
oL

_— = ] :b
ay' my )
oL .

— =mz=c
0z ’

kde a, b, c jsou konstanty. Jde samoziejmé o zadkon zachovani hybnosti. Kdybychom
uvazovali ¢dstici v homogennim gravitacnim poli, méli bychom Lagrangeovu funkci
1 (a2 g 2 22
L= gm(i° 4+ 9~ + %) — mgz.
V tomto pripadeé jsou cyklické pouze soutadnice x a y. Ve svislém sméru souradnice
z zdkon zachovani hybnosti neplati, protoze veli¢ina mz prfi volném padu ¢astice
nartsta.

Pokud Lagrangeova funkce L nezavisi explicitné na case ¢, pak vyraz

i —~ JL
h(q',q") = aquqJ—L (3.42)

(tzv. ,zobecnénd energie“) je integrdlem pohybu.

Dukaz: Piimo z definice dostaneme
%:Zi 87L qj+£dj_aiqu_aipijj7
dt = dt \ 9¢7 o’ oq’ ¢’

pficemz v souladu s pfedpokladem véty jiz nepiseme clen —%—f. Druhy a ¢tvrty clen
se navzajem vyrusi a zbylé dva lze pfepsat do tvaru

dh [d /0oL oL .
[ — _ _ _ 37
a ;[dt<34j) aqﬂ']q'

Vyraz v hranaté zavorce je ovSem levé strana Lagrangeovy rovnice (3.24), ktera je
pro skute¢ny pohyb rovna nule, a proto ‘31—? = 0, takZe h je integralem pohybu.

X
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Priklad: Pro ¢éastici v kartézskych soufadnicich je

L=3m(@® +9° + %) — V(z,y,2),

takze
oL oL 8L
h= @+ g+ 2—L=m@@*+ 9" +2*) - im@*+ 9>+ )+ V=T+V.

ar" T ag? T 8¢

V tomto pripadé se tedy v pribéhu déje zachovava celkova mechanicka energie.

Neni ale pravda Ze zachovévajici se zobecnénd energie h je vZdy rovna souctu
kinetické energie T' a potencialni energie V. Napiiklad rheonomni vazby soustavé
energii doddvaji nebo ji odebiraji (ilustraci je tfeba koralek na drétu otacejicim se
konstantni thlovou rychlosti).

Miuzeme vsak vyslovit naptiklad nasledujici jednoduchou vétu:

Pokud jsou sily konzervativni a jsou-li vazby holonomni a soucasné skleronomni,
pak h =T +V = konst. (celkovid mechanické energie soustavy se zachovava).

Dukaz: Holonomni a skleronomni vazby maji tvar ¢(x?) = 0, a tudiz z° = 2°(¢’),

viz (3.2). Pak
gk
s=1 aq

i
.S
i)

13 (%) - (S5

a definujeme-li (symetrickou) matici
3N i
Ox' 0z'
7 = E I, = =
2 (] )
i=1 0q" d¢?

muzeme kinetickou energii soustavy vyjadrit

T = Z Ars Cf‘f .

r,s=1

To je zjevné kvadraticka funkce v zobecnénych rychlostech, a proto

n

Z an B Z (ATSJ;qS + Arsqrdj) q] =2 Z Ars qrqs =2T

7,r,s=1 r,s=1

(ve skuteénosti jsme pravé dokézali specidlni pfipad Eulerovy véty o homogennich
funkcich). Nyni uz snadno pro potencidl (jenz je nutné nezévisly na rychlostech)
z definice (3.42) odvodime

" oT
Za—q— =2T-T+V=T+V.
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Nyni ukdZeme aplikaci pfedchozich vét, a to na piikladé pohybu hmotného bodu
v centralnim poli. Jak uvidime, jedna se o fyzikalné duleZitou situaci, ktera souvisi
nejenom s pohybem planet, ale také napfiklad s rozptylem elementarnich castic.

3.4 Pohyb v poli centralni sily

V predchozi ¢asti 3.2.5 jsme dokézali, Ze pohyb ¢astice v centralnim silovém poli
je nutné rovinny, a proto postaCuje zavést polarni soutfadnice r,¢ v ,rovnikové
roving“. V téchto zobecnénych soufadnicich mé Lagrangeova funkce tvar (3.39),
tedy L = im(i? 4+ r?¢%) — V(r).

Pro nalezeni moznych pohybt s vyhodou pouZijeme integraly pohybu:

e souradnice ¢ je cyklickd, takze veli¢ina g—é je integral pohybu. Konkrétné to
znamena, ze
mr?p = | = konst. (3.43)

Jedn4 se zjevné o zdkon zachovani momentu hybnosti | = |L| = |r x mv|.

e Lagrangeova funkce nezdvisi explicitné na case, takZe se zachovava zobecnénd
energie, ktera je v tomto pfipadé rovna celkové mechanické energii T + V = E,

im(i? +1*¢?) + V(r) = E = konst. (3.44)

Namisto FeSeni pohybovych rovnic 2. ¥ddu (3.40) tedy bez ijmy na obecnosti staci
Fesit jen integraly pohybu (3.43) a (3.44). To jsou dvé obycejné diferencialni rovnice
1. fddu (obsahujici jiz dvé integracni konstanty [ a E) pro dvé nami hledané funkce
r(t) a ¢(t). Nabizi se z rovnice (3.43) vyjadrit

o= — (3.45)

mr?2

a pak dosadit do rovnice (3.44), ¢imz tGpravou dostaneme

2 = % [E— <V(r) ML )] : (3.46)

2mr?

Po odmocnéni (kdy 7 > 0 odpovidd vzdalovani) lze tuto rovnici vyfesit separaci

promeénnych:
dr

S )

Stadi tedy najit tento jediny integral (provést tzv. kvadraturu) a invertovat ho. Pro
obecny tvar potencidlu V(r) je to analyticky obtizné, explicitné se daji vycislit jen
jisté specidlni pripady, a i ty obvykle nejsou v explicitnim nybrz parametrickém

(3.47)
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tvaru. Teoreticky v8ak lze ziskat funkci r(t). Dosazenim do rovnice (3.45) a pro-
vedenim dalsi integrace separaci proménnych lze ziskat funkci ¢(t), ¢imz je tloha
nalézt trajektorii hmotného body v daném centralnim poli kompletné vytesena.

Je zajimavé, Ze pro uréeni tvaru trajektorie v polarnich soufadnicich r(p)
neni Casto nutné ulohu nejprve dle predchoziho postupu vyresit a nasledné pak
vylouéit ¢asovou zavislost z funkei r(t) a ¢(t). MiZzeme postupovat pfimo uzitim
Binetova vzorce

d?u mdV

kde proménna u je inverzni radialni vzdalenost

(3.49)

1
u=-.
T

Dukaz: Protoze r = $7 dostédvame Casovou derivaci a uzitim vztahu (3.45)

.o d < 1 > 1 du . 1 du 1 ! du
Fr=—|—|= = = —
dt \ u(e(t))

Dosazenim do rovnice (3.46) ziskdme

- _ﬁ@@_ Cw2demr? T mde

: (du)2 ot = 2B~ Vi, (3.50)

m?2 \ dy m?2
jehoz derivaci podle proménné ¢ a zkraceni konstantami obdrzime

du (12711 du m dV du

dpde? TMde T TR dudy

Pro ptipad g—:; = 0 Ize timto spole¢nym faktorem vydélit, ¢imz opravdu dospé&jeme
k (3.48).

X

Zadame-li do Binetova vzorce konkrétni potenciél V (r(u)), ziskdme obyéejnou dife-
rencidlni rovnici 2. fadu pro funkei u(y), jejiz inverzi r(p) = ﬁ najdeme hledany
tvar trajektorie.

3.4.1 Pohyb planet aneb Keplerova tuloha

Dilezitym prikladem pohybu v centralnim poli jsou trajektorie planet a jinych téles
obihajicich v gravitacnim poli Slunce. UkdZeme nyni, jak z vySe uvedené Lagrange-
ovy formulace mechaniky snadno plynou Keplerovy zakony.

Gravitaéni pole Slunce hmotnosti M je ddno potencidlem (3.26),

V(r)= - , a=GMm je kladna konstanta. (3.51)
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V reciproké soufadnici (3.49) méa potencidl tvar V = —awu. Jeho derivace je % = —q,

takze Binettiv vzorec (3.48) je nyni explicitné

d?u _am

d—<p2 +u= l—2 .
Thned najdeme obecné Feseni této linearni diferencidlni rovnice s konstantni pravou
stranou. Obecné feSeni homogenni rovnice je ug = C cos ¢ (bez jmy na obecnosti
miZeme poloZit pocatecni fazi ¢y = 0) a partikulérni FeSeni Gplné rovnice je zjevné
up = G- Uplné feseni tedy je % =u=1u,+ug = G+ Ccosp =G (l +ecosp),
kde konstanta ¢ nahrazuje C. Mame tedy

P — (3.52)
1+ecosy
kde konstanty jsou dany
12 2
= — = — 3.53
P am GMm?2’ (3:53)
21°E 21°F
2 _ _
ef—1 = 2 = CEMEmS (3.54)

Dukaz relace (3.54): Dosazenim kompletniho feSeni (3.52), tedy u = 1—17(1 + ecosy),

a z néj plynouci derivace % = — sin¢ do rovnice (3.50) dostaneme

L(e2sin® o + 1+ 2ecosp + 2 cos? ) = 22 [E + au] = 22[E + S(L+ecosy)],

p?
coz po tpravé dava 1+ e2 + 2ecosp = 2";2”2 E 4 2(1 + ecos ), a tedy opravdu plati

e2-1= 2’?2’7 * E. Ditvod proc¢ je integra¢ni konstanta € z Binetova vzorce takto jed-
nozna¢né uéena spoc¢ivd v tom, ze Binetova diferencidlni rovnice 2. fadu (3.48)
vznikla derivaci piivodni rovnice (3.50) 1. fadu, kde jako fyzikalni parametr vystu-
puje integral pohybu F, ktery pri derivovani vypadl.

X

Dospéli jsme k pé&knému vysledku: télesa se ve Sluneéni soustavé pohybuji
po kuZeloseckach, protoze rovnice (3.52) neni nic jiného nez obvyklé vyjadireni
kuzelosecek v polarnich soufadnicich s ohniskem v pocatku r =0, kde je umis-
téno Slunce. V zavislosti na parametru ¢ zvaném numerickd excentricita totiz
funkce (3.52) popisuje kruznici (¢ = 0), elipsu (0 < € < 1), parabolu (¢ = 1) resp.
hyperbolu (£ > 1). Podle (3.54) tyto ¢ty¥i mozné situace odpovidaji pfipadim, kdy
celkova zachovavajici se mechanicka energie je £ = Epyi, = —% <0, E<O,
E =0, resp. E > 0. Druhy parametr p, ktery uréuje velikost kuzelosecky (3.52),
je podle (3.53) uréen (kromé hmotnosti Slunce a obihajiciho télesa) zachovavaji-
cim se momentem hybnosti [. VySe uvedenym postupem jsme tedy odvodili prvni
z Keplerovych zakonii:
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1. Kepleriuv zdakon: Planety se pohybuji po elipsach se Sluncem v ohnisku.

2. Kepleruv zakon : Spojnice Slunce a planety opisuje za stejné ¢asové intervaly

stejné plochy.
T2
3. Kepleriv zdkon: Pro vSechny planety je podil — stejnd konstanta.
a

Dukaz: Planeta se nemize vymanit z gravitaéniho potencidlu Slunce, a proto je
jeji celkovd mechanickd energie E zdporné. Dle (3.54) je proto nucena obihat po
eliptické orbité (3.52) s ¢ < 1. Je to uzaviena trajektorie, ktera je 27 periodicka.’

planeta

Perihelium (pfisluni) nastava pro ¢ =0 a ma hodnotu r, = {#_. Naopak afelium
(odsluni) nastdva pro ¢ = 7 a ma hodnotu r, = {#_. Geometricky je elipsa uréena
hlavni poloosou a a vedlejsi poloosou b, pFicemz a? = b? + e2. Protoze excentricita
e je ddna vztahem e = ea, mizeme z jednoduchého vztahu 7, = a — e pripadné
ra = a + e odvodit, Ze p = a(1 — £2). Dosazenim z (3.53) a (3.54) tak ihned dosté-

vame

GMm
a=—-:"
2|E|

Hlavni polosa eliptické drédhy a je tedy (kromé konstantnich hmotnosti) uréena

(3.55)

celkovou energii planety E a nezdvisi na jejim momentu hybnosti {.
Druhy Kepleriv zakon je vlastné jen geometrickym vyjadienim zdkona zachovdn?
momentu hybnosti(3.43). Plosna rychlost, tedy plocha dS opsand spojnici Slunce
ds _ 1,2 ;

s planetou za kratky casovy interval di, je ddna vyrazem 7 = 5r°p.

Opravdu, jak je vidét z vedlejsiho obrazku, plochu dS
lze dobie aproximovat plochou sedé vyznaceného troj-
uhelnika. Jeho zakladna je r a carkované vyznacend
vyska je pro dg — 0 rovna rdy, coz je délka oblouku
kruznice poloméru r se stfedovym thlem dyp. Mame
tedy dS = 1r - rdp = 3r2de. Uzitim vztahu (3.45) tak
ihned dostavame

Shince

as_ 1
dt  2m |

coz je konstanta imérnd momentu hybnosti planety.

(3.56)

6Uzavienost trajektorii je diisledkem newtonovského tvaru potencialu. Pro jiné potencialy V (r)
nemad prislusné feseni Binetovy rovnice periodicky charakter a dochazi k posuvu perihelia. Podle
tzv. Bertrandova teorému pouze potencidly V ~ 1/r a V ~ r2 vedou na uzaviené periodické
trajektorie.
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Konecéné treti Kepleriv zdkon ziskdme pfimou integraci druhého. Ze vztahu
(3.56) tak plyne S = [dS = [;L dt= LT, kde T je doba ob&hu planety. Pro-
toze plocha elipsy je uréena vzorcem S = wab a diky zndmému vztahu a? = b2 4 ¢2
miZeme vyjadiit b = av/1 — €2, plati T2 = 47T2’?—22a4(1 —e?) = 47T2’?—22pa3 = %ab’,
neboli

T2 472

Podil druhé mocniny obézné doby planety a treti mocniny hlavni polosy jeji eliptické
drahy je tedy (aZ na univerzalni konstanty) dén pouze hmotnosti Slunce. Ze vzorce
(3.57) 1ze tedy snadno stanovit hmotnost objektu budiciho centralni gravitacni pole:
chceme-li napriklad zjistit hmotnost Slunce, sta¢i do tohoto vzorce dosadit pfislusné
hodnoty T" a a pro libovolnou planetu, chceme-li zjistit hmotnost Zemé, pouzijeme
odpovidajici hodnoty T" a a Mésice, chceme-li zjistit hmotnost planety, staci dosadit
obéznou dobu a hlavni poloosu kterékoli jeji obéznice (pochopitelné jen v pfipadé,
Ze 1ze zanedbat pisobeni ostatnich téles).

X

3.4.2 Historicka vsuvka z rudolfinské Prahy

Keplerovy zékony bez nadsazky stoji u kolébky fyziky a moderni p¥irodovédy, nebot
prévé z nich Newton vyvodil a v roce 1687 v Principiich v ucelené podobé prezento-
val sviij gravitacni zdkon. Mizeme povazovat za Cest, ze prvni dva z téchto zadkont
zformuloval cisafsky matematik Johannes Kepler béhem svého dvanactiletého
pobytu na dvore cisafe Rudolfa II. v Praze.

JOHANNES KEPLER
(1571-1630)

Osmadvacetilety Kepler pfichazi do Prahy v lednu roku 1600 a stava se asistentem
véhlasného cisaiského astronoma Tychona Brahe. Tim zacala, jak pravi Zdenék
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Horsky ve své vytecné monografii Kepler v Praze [11], ,j0s0obni spolupréice nejlep-
sitho pozorovatele dané epochy s jejim nejlep$im teoretikem“ (byt nebyla zcela bez
problémi a trvala jen kratce do Brahovy smrti 24. 10. 1601). Kepler pak postupné
utridil a vyhodnotil Brahova peclivd pozorovani pohybu planet, zejména Marsu.
Na zakladé téchto systematickych dat dosud nebyvalé presnosti odvodil po ¢etnych
peripetiich své tfi geometrické zakony pohybu nebeskych objekti. Prvni a druhy
Keplertv zdkon byl publikovan v rozsadhlém dile Astronomia nova (Nové astrono-
mie) z roku 1609, tfeti Keplertv zdkon pak v roce 1619 v Linci v dile Harmonice
mundi (Harmonie svéta).

Predevsim prvni Kepleruv zakon pfinesl podstatné vylepSeni Kopernikova he-
liocentrického systému.” Zasluhou Mikuldse Kopernika za¢al ,,vesmirny stroj“ pra-
covat v rozumném usporadani, ale jesté ne dokonale. Stale bylo nutné skladat kru-
hové pohyby mnoha epicyklt po deferentu (byt uz bez ekvantu), aby bylo dosazeno
stejné presnosti predpovédi, jaké dosahovala dosavadni Ptolemaiova geocentricka
soustava. Kepler nahradil tento slozity systém kruhovych pohybi jedinou elipsou.
Inspiraci mu pritom byly nejspis jeho prace z optiky: Kepler teoreticky studoval
odrazy svétla na kuzeloseckach a jako prvni zavedl pojem ohniska. Neni vSak vylou-
¢en ani neptimy vliv z oboru architektury, konkrétné elipticky ptidorys tzv. Vlasské
kaple (dnes sou¢dst komplexu Klementina), nejstarsi rané barokni stavby v Cechach
budované v letech 1590-1597 italskymi staviteli.

3.4.3 Metoda efektivniho potencialu

Vratme se nyni ke vztahu (3.46), ktery popisuje trajektorie v obecném centralnim
poli. Zavedeme uzite¢nou a jednoduchou metodu, pomoci niz lze provést spravny
kvalitativni rozbor moznych pohybti, aniz bychom museli prislusnou diferencialni
rovnici explicitné vyftesit.

Definujme pomocnou veli¢inu zvanou efektivni potencidl vztahem

Var(r) = V(r) + s (3.58)

2mr?

Vlastné jsme jen k potencidlu centrdlni sily V(r) pficetli ,odstfedivy ¢len“, ktery
souvisi se zdkonem zachovdni momentu hybnosti I, viz substituce (3.45). Potom
miizeme rovnici (3.46) prepsat

% = %[E - st(r)} ; (359)

kde konstanta E vyjadfuje zachovavajici se celkovou mechanickou energii, zatimco
7 je rychlost planety v radidlnim sméru. Podstata metody spociva v nasledujicim
trividlnim tvrzeni:

‘ Pohyb je mozng jen pro takovd r, kde Vee(r) < E. ‘

Jinak by pravé strana (3.59) byla zdpornd, takze by nemohla byt druhou mocninou
realné veliciny.

"Kopernikovo fundamentélni dilo De revolutionibus orbium coelestium (O obézich nebeskych
sfér) vyslo r. 1543.
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Uvedenou podminku lze velmi dobfe analyzovat graficky, jestlize vykreslime graf
efektivniho potencidlu (pro dany moment hybnosti 7). Napfiklad pro newtonovské
gravitacni pole (3.51) m4 efektivni potenciél tvar zndzornény na tomto obrazku (pro
velké hodnoty r prevlada Newtontiv potencidl ~ —%, zatimco pro malé hodnoty r

dominuje odstiedivy ¢len ~ —I—T%):

=]

zakdzand oblast

Pod grafem funkce Ves(r) se nachazi zakdzand oblast, kam se planeta nikdy nemuze
dostat, protoze by byla porusena vyse uvedena podminka. Pro danou hodnotu ener-
gie F, kterou mé téleso stejnou pro kaZdé r (protoZe se zachovava), existuji body
obratu uréené prusecikem vodorovné piimky E = konst. s grafem efektivniho
potencidlu. V bodech obratu je E = Vi¢(r), takze 7 = 0, coz znamend, ze radidlni
rychlost je pravé nulové: planeta (v dany okamzik) zastavi své pfiblizovani ke Slunci
anebo své vzdalovani od néj (ocitne se v periheliu resp. afeliu). Pocet bodii obratu,
a tim i kvalitativni charakter pohybu, pochopitelné zavisi na hodnoté E. Z obrazku
vidime, Ze pro FE > 0 existuje jen jeden bod obratu (perihelium) a Ze pohyb je ne-
omezeny — téleso mize odletét do nekoneéna, coz je v souladu se vztahem (3.54),
ktery v takovém p¥ipadé vede na hyperbolicky pohyb. Mezni (parabolicky) ptipad
nastava pro F = 0. Pokud F < 0, existuji dva body obratu (perihelium i afelium),
coz odpovidd omezenému eliptickému pohybu planet. Vidime také, ze existuje uni-
katni kruhovy pohyb na hodnoté poloméru rg = p, jenz je pravé minimem efektiv-
niho potencidlu Vi¢. Protoze se jedna o minimum, je kruhové drdha zjevné stabilni
orbitou.

Zde popsana metoda efektivniho potencidlu je velmi nézornd a uzitecnd pro
kvalitativni analyzu moznych pohybi v obecnych potencidlech V (r), véetné rozboru
stability drah. (Napfiklad kruhovy pohyb v misté maxima piislusného efektivniho
potencialu je nestabilni. To nastédva napt. pro pohyb objektu v blizkém okoli ¢erné
diry v kontextu Einsteinovy obecné teorie relativity.)

3.4.4 Rozptyl nabitych ¢éastic

Jinym vyznamnym ptripadem pohybu v centralnim poli je rozptyl ¢astic v elektrosta-
tickém coulombickém poli. Tento problém sehral klicovou roli pocatkem 20. stoleti,
kdy se fyzika vydala na cestu do mikrosvéta a zacala zkoumat strukturu atomni.
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Uvazujme dvé kladné nabité bodové c¢astice, které se elektrostaticky odpuzuji.
Coulombicky potencial

V(r):—% a:_Q1Q2

je zapornd konstanta, (3.60)
4meg

m4é stejny tvar jako newtonovsky gravitaéni potencidl (3.51) az na to, ze konstanta
« ma nyni opa¢né znaménko. Predpokladejme, Ze Castice s ndbojem Q1 je pevna
(je to tézké ,jadro atomu“), zatimco na ni nalétdvajici ¢astice s ndbojem Q2 je
mnohem lehé (jde napt. o ,,a-Castici“). Jeji trajektorii v centrdlnim poli jiz zndme,
nebot musi mit stejny tvar jako (3.52).% Protoze E > 0, podle (3.54) je € > 1, jde
tedy o hyperbolu.

Zajimé nas predevsSsim smér vstupni a vystupni asymptoty, jez jsou dany pod-
minkou r — oo, coz podle (3.52) odpovid4d hodnotdm thlu cosp, = —%. Celkova
odchylka 6 éastice (thel mezi vstupni a vystupni asymptotou) je ddna podminkou
®a = 90° + 0/2, viz Ghly v dolni éasti obrazku:

Jednoduchymi tipravami a pak uzitim vztahu (3.54) odtud plyne

0 COS ©a 1 1 [a?m
tan - =t a —90°) = — = £ = = .
an 2 an(<p ) sin ©a \/1 1 \/52 _1 22F

e2

KdyZ nyni dosadime za « z (3.60) a vyjadiime zachovévajici se veli¢iny F a [ pomoci
jejich asymptotickych hodnot F = %mvgo a l = bmvs, kde b je impaktni parametr,
dostaneme nakonec

¢ 0 Qe
an— = ———“2

1
— 3.61
2 dmegmud, b (3:61)

Tento vzorec udava velikost odchylky 6 sméru letu castice, jestlize nalétava na
centrum ,,v kolmé vzdalenosti“ b. V limitnim pf¥ipadé b = oo ¢astice neni centralnim
polem vubec ovlivnéna, a tak je § = 0. Pokud naopak nalétava na centrum pfimo
(tedy radialng), je b = 0 a vychazi 6 = 180°, coz odpovid4 jejimu odrazu zpét.

8Zde a < 0, takze dle (3.53) je p < 0. Musi proto byt 1 + €cos¢ < 0, neboli cos ¢ < —%.
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V typickém rozptylovém experimentu existuje proud mnoha nabitych castic,
které p¥i priletu teréikem (napft. tenkou kovovou f6lif) individudlné interaguji s p¥i-
sluSnymi centry. Maji pfi tom ruzné impaktni parametry b, a tudiz i odpovidajici
thly rozptylu 6 dané vzorcem (3.61). M4-1i ¢astice impaktni parametr z intervalu
(b,b + db), rozptyli se pod tihlem lezicim v intervalu (6,60 + df), jak je naznaceno
na tomto obrazku:

de

A

Obvykle definujeme 4éinng prarez rozptylu do do intervalu (6,6 + df) vztahem
dN

ndo = N
kde N je celkovy pocet nastrelengch Castic, dN je pocet Castic, které se odchyli
do intervalu (0,0 + df), a n je pocet rozptylovych center na 1 m?2. Veli¢ina do
mé podle obrazku evidentné rozmeér plochy: je to efektivni“ plocha mezikruzi
do = dS = 27bdb, kterou musi ¢astice zasdhnout, aby se odchylila do daného ele-
mentérniho meziprostoru (6, 8 + df). Dosazenim z invertované funkce (3.61), tedy

b(f) = 473.1% cot ¢, dostavame®

Q1Q2 \? cos§
do = dé. 3.62
o i (47T€() mvgo sin3 g ( )
Vyjadieno pomoci prostorového tthlu d2 = 27 sin 6 df tedy plati
Qi1Q> \* dQ
do = 3.63
. <8m0 i) i | (3.63)

9po vypusténi znaménka ,,—, coz souvisi s tim, ze b(0) je klesajici funkce
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coz je slavny Rutherforduv vztah pro pruzny rozptyl v coulombickém poli. Nejprve
ho odvodil teoreticky a pak ho v roce 1911 se svymi spolupracovniky experimentalné
ovéril rozptylem a-Castice na atomech zlata. Experiment jasné prokazal, ze dochéazi
ke coulombickému rozptylu na bodovém kladné nabitém centru (nikoli napiiklad na
rozptyleném nabojovém oblaku), ¢imz byl uéinén objev atomového jddra o velikosti
fadové 10715 m.

3.5 Problém dvou téles

Uvazujme nyni dva spolu gravitaéné interagujici objekty (naptiklad dvojhvézdny
systém) o hmotnostech my a ms. Oproti Keplerové tloze tedy jiz nepfedpokladame,
Ze centrum je pevné. Mame proto celkem 6 stupnti volnosti. Ukézeme ale, Ze po
vhodném rozseparovani na 3+3 stupné volnosti lze tuto tlohu pfevést na problém
pohybu v poli centralni sily, ktery jsme jiz vyfesili v casti 3.4.

Trik spociva v pfechodu ke vhodnym zobecnénym soutradnicim: namisto polo-
hovych vektorti ri, ro obou objekti zavedeme polohu hmotného stredu R a relativni
polohu r; a to vztahy

miry + mars

R=—"—""—">"= r=r;—ro, 3.64
— 1— T2 (3.64)
mo
r
my
r2
T
tedy inverzné
r1:R—&—&r7 rng—Lr. (3.65)
mi + ma mi + ma

Lagrangeova funkce pak méa tvar

.9 .2 Gmima
L = tmyif + Loty + ———
2 2
1 — 1o
mimsa .o Gm1m2
(3.66)

1 52 1
=s(m1+m2)R 5
2(ma + ma) +2m1+m2 |
T¥i soufadnice (slozky vektoru) R jsou cyklické, takze (mq + mz) R = konst. Plati
tedy zédkon zachovani celkové hybnosti soustavy. Pohyb hmotného stfedu (t&zisté)
je proto rovnomérny pfimocary (bez zrychlen{) a bez Gjmy na obecnosti lze prejit

do téZistové soustavy, kde R = 0, neboli dle (3.65) plati vztahy r| = ml"}jm ,
ro = —ml’f}m2 r. V této soustavé pak ma Lagrangeova funkce (3.66) tvar
G
L=1pi?y 202 (3.67)

r
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kde jsme zavedli veli¢inu

w= _mme (3.68)

m1—|—m2

zvanou redukovand hmotnost. Porovname-li nyni tvar Lagrangeovy funkce (3.67)
s (3.34), vidime, ze problém dvou téles byl efektivné pfeveden na pfedchozi problém
pohybu jediné (fiktivni) ¢dstice hmotnosti p v centrdlnim gravitaénim poli pevného
centra. Z predchozich vypoctd vime, ze vysledny pohyb musi byt nutné rovinny. Je
tedy vyhodné zavést polarni soufadnice, ve kterych

G
L= bu(® 4122 4 ST (3.69)

kde jsme vyuzili ekvivalence Gmims a G(mi + me)u. Pro pfipad mgo < my je
zjevné =~ mg a r1 ~0, ro & —r, limitné tedy dostavame Keplerovu ulohu jiz
vyfeSenou v Casti 3.4. V obecném pfipadé srovnatelnych hmotnosti obou hvézd
postupujeme pfi feSeni naprosto stejné jako v ¢asti 3.4.1, provedeme pouze formalni
substituci M — (mq1 + m2) a m — p. Napiiklad 3. Kepleriiv zdkon (3.57) bude mit
pro dvojhvézdy tvar , ,
T—3 S (3.70)
a G(my + mz)
Tento vyraz se v astronomii pouziva k ur¢ovani hmotnosti dvojhvézd.

Vime, ze orbity vazaného systému mohou byt jen kruhové anebo eliptické. V prv-
nim pripadé jsou obé hvézdy stéle stejné daleko od sebe, ve druhém se navzajem
priblizuji a zase vzdaluji dle eliptického pravidla“. Vyslednou drahu obou téles
Pokud maji obé hvézdy naprosto stejnou hmotnost, budou obihat po stejné velkych
kruznicich resp. elipsach. Pokud je vSak mj > ms, bude prvni hvézda obihat po
mensi draze nez druhd hvézda, jak je naznaceno na nasledujicim obrazku:

kruhové orbity eliptické orbity

o @
o @
Prechod do tézistové soustavy dvou téles se pouziva i pro systémy, jez nemaji

vazané orbity, napiiklad pro rozptyl nabitych ¢astic. To vede na zobecnéni Ruther-
fordova vztahu (3.63), kde m je nahrazeno redukovanou hmotnosti .
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