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Predmluva

Zadné lidské zkoumdni nemiZe bijt nazvdno opravdovou védou,
pokud ho nemizZeme dokdzat matematicky.
Leonardo da Vinci

Tato ucebnice obsahuje zaklady matematiky v rozsahu, ktery je obvykle pro-
biran v prvnich dvou semestrech bakalarského studia nematematickych obori.
Jde o zaklady linearni algebry, diferencialni a integralni pocet funkci jedné
a vice proménnych, nekonecné fady, diferencialni rovnice, kifivkovy integrél
a autonomni systémy.

Matematika byva oznacovana za kralovnu véd. Vyznacuje se nezpochyb-
nitelnosti vysledkt a nejvyssi mirou abstrakce a presnosti, jeji krasa spociva
v logické vystavbé.

Pfi psani této ucebnice jsme si kladli nasledujici otazky: MiizZe byt matema-
tika stejné€ krdsnd jako hudba? Jak ukdzat matematiku v tomto svétle studentim,
jejichz specializaci matematika neni?

Cilem ucebnice neni naucit ¢tenare jen derivovat a integrovat, ale vést jej
také k analytickému mysleni, schopnosti definovat pojmy a formulovat pro-
blémy a tvrzeni. Pfitom jsme hledali vhodny pomér mezi matematickou pres-
nosti a srozumitelnosti tak, aby byla pristupna Sirokému okruhu ¢tenait. V ne-
posledni fadé jsme chtéli ukazat, ze matematika néas obklopuje i v kazdodennim
Zivoteé.

V kazdé kapitole je nejprve uveden matematicky aparat, kdy formou defi-
nic zavedeme nové pojmy a formou matematickych vét popiSeme vztahy mezi
nimi. Kazda matematicka véta ma predpoklady, za kterych dané tvrzeni plati.
Zménime-li predpoklady, tvrzeni nemusi ztstat v platnosti, na coz se obcas
v aplikacich zapomina. Kazdou matematickou vétu lze zcela exaktné dokazat,
avSak dikazy vzhledem k rozsahu a zaméfeni textu nejsou uvedeny. Pochopeni
matematickych pojmi a algoritmi je ilustrovdno na velkém poctu feSsenych
prikladi, nasledné jsou predvedeny aplikace v konkrétnich tlohéach s piirodo-
védnou a technickou tematikou.
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Dalsi zajimavé aplikace matematiky najdeme v mediciné, ekonomii, v hu-
manitnich a spolecenskych védéch. Tyto aplikace jsme pro nedostatek mista
nemohli zaradit, viz napf. [2|, [11], [17] nebo [21].

Zavérem bychom chtéli popfat vSem studentim a ¢tenaitm, aby se pro né
matematika stala zajimavou a inspirativni soucasti jejich védniho oboru.

Brno, ¢ervenec 2014 Autori



Kapitola 1

Linearni algebra

Obecné se da Fici, Ze linearni algebra je ¢ast matematiky, ktera se vénuje vekto-
rovym prostortim a linearnim transformacim téchto prostort. Jedna se ovsem
o vysoce abstraktni pojmy a pokud bychom je chtéli poctivé zavést a studovat
do v8ech detailti, museli bychom linearni algebie vénovat celou knihu. V této
kapitole se tedy zaméfime jen na nejdilezitéjsi objekty a metody, se kterymi
linearni algebra pracuje.

Jednou ze zékladnich tloh linearni algebry je TeSeni systémi linedrnich
rovnic. K témto systémim vede mnoho tloh z praxe (modelovani v ekonomii,
vyvazovani chemickych reakei, popisy toki v sitich atd.) a navic jsou uzite¢nym
nastrojem i v jinych odvétvich matematiky. Nauc¢ime se tedy jednu z metod,
jak takové systémy FeSit — tzv. Gaussovu elimina¢ni metodu. K tomuto ucelu
zavedeme zakladni pojmy linearni algebry: matice a hodnost matice. Déale se
sezndmime s pojmem determinant matice, ktery budeme potiebovat v dalsich
kapitolach, a zavedeme tzv. vlastni ¢isla, jez pozdéji pouzijeme pii feSeni tzv.
dynamickych systému.

1.1 Systémy linedrnich rovnic a matice

Jiz na stfedni skole se Tesi systém dvou linearnich rovnic

ar +by=c
de+ey=f

pro neznamé x, y, kde a, b, ¢, d, e, f jsou néjaka dana realna cisla. Tento systém
se da Tesit napriklad s¢itaci metodou, tj. postupem, kdy jednu rovnici vynaso-
bime vhodnym ¢islem a se¢teme s druhou rovnici tak, abychom vyloudili jednu
neznamodu.

Tento systém muizeme interpretovat i geometricky. Kazdé rovnice predsta-
vuje primku v roviné a najit feSeni znamena urcit jejich prusecik. Dvé primky

11
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mohou mit bud jeden prusecik (pak ma systém jedno feSeni), nebo splyvaji
(systém mé nekone¢né mnoho feseni), nebo nemaji zadny prusecik, tj. primky
jsou rovnobézné (systém nemé zadné feSeni).

Piiklad 1.1. a) Systém dvou rovnic

r4+y=2

0 (1.1)

ma praveé jedno feSeni, kterym je z =1, y = 1.

b) Systém
r+ y=0

(1.2)
20 +2y =0

mé nekoneéné mnoho fesSeni. Neni mozné si ovsem predstavit, ze kdyz ma
tento systém nekone¢né mnoho FesSeni, pak libovolna dvojice ¢isel je fesenim
systému. Téchto nekone¢né mnoho feSeni je napiiklad ve tvaru (¢, —t), kde
t je libovolné realné ¢islo.

c¢) Naopak systém
r+ y=1

(1.3)
20 +2y =5

nema zadné reseni. O

Podobné piiklady bychom mohli uvést pro systémy vice lineadrnich rovnic o vice
proménnych, pricemz nasSe predstavivost by byla limitovana rovnicemi o tfech
neznamych, které by zastupovaly roviny v prostoru. Obecné muzeme uvazovat
o libovolném poc¢tu rovnic a neznamych, pritom se pocet rovnic nemusi rovnat
poc¢tu neznamych.

Definice 1.2. Systémem k linedrnich rovnic o n nezndmgch x1,xo,..., %y
rozumime soustavu rovnic

a11x1 + ajare + -+ -+ a1pxn = by
a1 + agere + -+ - + agpx, = by (1.4)

ap11 + agara + - - + appxy = bg.

Je-li by = by = - -+ = b, = 0, nazyva se takovyto systém homogennd.
Resenim systému (1.4) je kazda usporadana n-tice (t1,ta, . .., t,) takovych
cisel tq, to,. .., t,, kterd dané soustavé vyhovuje.




LINEARNI ALGEBRA 13

Obecné (tj. nezavisle na poc¢tu linearnich rovnic a poc¢tu neznamgych) jsou
mozné tii pripady.

1. Systém rovnic ma prdvé jedno Tesend.

2. Systém rovnic mé nekonecné mnoho Fesent.

3. Systém rovnic neméa Zddné resend.
Zakladni otazkou tedy je, jak pozname, ktery z téchto pripadi nastane? Od-
povéd tzce souvisi s pojmy matice a hodnost matice.

Definice 1.3. Matice je tabulka ¢isel. Je-li tato matice (tabulka) sestavena
z m Tadka a n sloupci, oznacujeme ji

all a1 e QA1in

a1 ago . a9on
A= (aij) =

aml Am2 ... Amn

Rikéme, 7e A je matice typu m x n, ¢isla a;; nazyvame proky matice. Matici
typu n x 1 nazyvame sloupcovy vektor a matici typu 1 x n fadkovy vektor,
strucné vektor.

Prvky matice mohou byt i nékteré jiné matematické objekty, napf. funkce.
S takovymi maticemi se setkdme v kapitolach o diferencialnich rovnicich a vi-
cerozmérnych integralech.

Systém rovnic (1.4) mizeme reprezentovat nasledujicimi maticemi a ty pak
studovat misto néj.

Matict systému (1.4) nazyvame matici

ai; a2 ... Q1n

a1 a2 ... aon
A =

a1 Aakg2 ... Qlen

Rozsirenou matici systému (1.4) nazyvame matici

ain a2 ... Gy b
asr azy ... aon b2
ap1 Ak ... Qlen, bk

Jesté nez se ovSsem dostaneme ke studiu naseho systému, sezndmime se s ma-
ticemi podrobnéji.
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Rekneme, ze dvé matice A, B téhoz typu m X n jsou si rovny, jestlize jsou
si rovny vSechny sobé odpovidajici prvky téchto matic, tj.

a;j = b;j pro viechny indexy 1, j.

Je-li m = n, nazyvame matici A ¢tvercovou matici a ¢islo n Fddem této matice
A. Prvky ai1,a99, ... anyn tvori hlavni diagondlu matice A. Ctvercova matice,
kterd mé na hlavni diagonale samé jednicky a jinde ma vSechny prvky nulové,
se nazyva jednotkovd matice a oznacujeme ji F. Jsou-li vSechny prvky a;; rovny
nule, pak se A nazyva nulovd matice.

S maticemi muazeme provadét nasledujici operace.

Necht k& # 0 je realné ¢&islo. Vysledkem ndsobeni matice A éislem k je
matice C, jejiz prvky jsou tvaru

C,‘j = kaij.
Tedy
aill a19 . A1n k:an k‘alg . kaln
asi a9 e aAon /i'agl k‘a22 . kagn
C=k-A=Fk-| . T S| =
Amli Am2 .-  Gmn kami kams ... kamn

Necht A, B jsou matice téhoZ typu m x n. Souctem matic A, B nazyvame
matici C, jejiz prvky jsou
Cij = Qjj + bij.

Tedy
all . QA1p bll . bln
C=A4+B = : : + : : =
aml .- Amn bml e bmn
ajp +bi1 ... am+bip
Am1 +bm1 ... Qmp + b

Necht A je matice typu m X n a B je matice typu n x p. Soucinem matic A
a B (v tomto poradi) nazyvame matici C, jejiz prvky jsou

n
¢ij = ainbyj + aighoj + .- Ginbny = > aiby;.
k=1

Prvek ¢;; tedy vznikne tak, Ze vezmeme i-ty fadek matice A a j-ty sloupec
matice B, vynasobime sobé odpovidajici prvky a vSe secteme.
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Poznamka 1.4. i) Scitat lze pouze matice stejného typu. Pro matice riizného
typu neni soucet definovan.

ii) Operace nasobeni je definovina pouze pro piipad ,m x n krat n x p“.
7Z toho také vyplyva, Ze obecné neplati rovnost AB = BA. Sou¢in BA totiz
viibec nemusi byt definovan, prestoZze soucin AB provést lze, viz Priklad
1.5. Nicméné i v piipadé, kdy lze nasobit BA, rovnost AB = BA obecné
neplati.

Priklad 1.5. Proved'te nasledujici operace:

o (3 D) o (s

Reseni. a) Soucet matic je definovan pouze pro matice stejného typu, pricemz
pak s¢itdme odpovidajici prvky obou matic. V nasem piipadé dostaneme:

1 2 . 2 -1\ 142 2—-11\ 3 1
-3 4 -1 -2 ) \ -3-1 4-2 ) \ -4 2)
b) Pripomeinime, Ze sou¢in dvou matic je definovan pouze v pripadé, ze prvni

z nich ma tolik sloupcti, kolik fadkt mé druhé. V nasem pripadé je soucin
definovan a plati:

—_
—_
[a]

3 01 b3 2
54 9 ) 1 1 0 |]=
3 -1 2

_(3:140-141-3 3:3+0-1+1-(-1) 3:2+0-04+1-2
S\ 5 1+4-1+2-3 5:34+4-1+2-(=1) 5-2+4-0+2-2

B < 6 8 8 >
15 17 14 0
Maticemi nemusime jen reprezentovat koeficienty linearnich rovnic, muZzeme

jimi celé systémy rovnou zapisovat, jak ukazuje nasledujici priklad.

Piiklad 1.6. Systém rovnic (1.1) lze maticové zapsat pomoci matice typu 2x2,
sloupcového vektoru, jehoz prvky jsou neznamé z,y, a sloupcového vektoru,
jehoz prvky jsou ¢isla 2,0 z pravé strany rovnic:

¢ 60-6)
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Podobné systémy rovnic (1.2) a (1.3) jsou tvaru

LY (2 _ (0 (1 1\ (x)_ (1
2 2)\y/) \O 2 2)\y) \5)°
Systém (1.4) lze psat v maticovém tvaru

T bl
A-X=B, kde X=|:|, B=]:].
xn bn D

1.2 Hodnost matice

Vratme se nyni k otazce, ktery z moznych pripadi pii FfeSeni linearniho systému
rovnic nastane, tj. jak mizeme snadno rozlisit, kdy ma systém pravé jedno
feSeni, kdy nekoneéné mnoho feSeni a kdy Zzadné? Abychom na tuto otazku
mohli odpovédét, musime zavést pojem hodnost matice.

Pripomenme, ze vektor je uspofadand n-tice ¢isel nebo téZz matice typu
1 X n. SouCin ¢&isla s vektorem se provadi po slozkach, tj. stejné, jako by se
provadél soucin ¢isla s matici typu 1 x n. Podobné je soucet dvou vektoru
totéz jako soucet dvou matic typu 1 xn. Nulovym vektorem o rozumime vektor
slozeny se samych nul, tj. o = (0,0,...,0).

Definice 1.7. Rekneme, ze vektory ujp,...,un jsou linedrné nezduvislé,
jestlize z rovnosti

ajuy + -+ oapupy = 0
plyne ay = -+ = a, = 0. V opatném piipadé, tj. kdyz existuji ¢isla
Qai, ..., 0n, z nichz alespon jedno je rizné od nuly, tak, ze

ajug + -+ oy =0,

fikame, ze vektory uj, ..., un jsou linedrné zdvislé.

Napriiklad vektory uy = (1,2) auz = (0, 3) jsou linearné nezavislé. Vytvorime-li
totiz linedrni kombinaci téchto vektoru

a-(1,2)+5-(0,3) = (a,2a) 4+ (0,38) = (o, 2a + 35) ,
dostaneme vektor, ktery polozime roven nulovému vektoru, tj.
(a,2a4+38) = (0,0).

Odtud plyne, ze a = 0, 2a + 35 = 0, a proto také 5 = 0.
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Naopak vektory u; = (1,2) a ug = (2,4) jsou linearné zavislé, protoze napii-
klad plati, ze
2.(1,2) — 1-(2,4) = (0,0).

Nyni uvazujme matici A. Radky matice muZeme chépat jako vektory a li-
nearni nezavislost fadkt matice pak znamené linedrni nezavislost vektori. Po-
moci tohoto pojmu definujeme hodnost matice.

Definice 1.8. Hodnost matice A je ¢islo, které je rovno maximalnimu poé¢tu
linearné nezavislych radka. Oznacujeme ji h(A).

Je-li A ¢tvercova matice typu n X n, jejiz hodnost je rovna n, nazyvame
ji requldrn? matici. Je-li h(A) < n, nazyva se takova matice singuldrni.

Jak ur¢ime maximalni pocet linedrné nezavislych fadka matice? Je zifejmé,
7e v nulové matici neexistuje zadny linearné nezavisly rddek. Hodnost nulové
matice je tedy rovna nule. V dalsim proto uvazujme pouze nenulové matice,
tj. predpokladejme, Ze je aspon jeden prvek této matice nenulovy. U matice
2 x 2 snadno pozname, Ze jsou jeji fadky linearné zévislé. Nenulova matice A
typu 2 X 2 mé hodnost jedna, pokud je druhy radek nasobkem prvniho radku,

tj. matice je tvaru
A= (an 6112> _ (an a2 >
- - )
a1 G2 ka1 kais

kde k je n&jaké realné ¢islo. V opa¢ném piipadé ma matice A hodnost dva.

Piiklad 1.9. V piikladé 1.6 jsme vidéli, ze levé strany systémi (1.2) a (1.3)
1ze maticové zapsat pomoci stejné matice

11

2 2)°
Hodnost této matice je rovna jedné (linearni zéavislost fadki je zfejma). Naproti
tomu levé strany systému (1.1) jsme zapsali pomoci matice

1 1

1 -1/
Hodnost této matice je rovna dvéma (druhy fadek neni nasobkem prvniho
radku). O

vvvvvv

Setfovani linearni zavislosti, resp. nezavislosti fadkt matice vyuzijeme nasle-
dujici véty.
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Véta 1.10. Hodnost matice se nezmént, jestliZe:
1. zameénime potadi Fddki,
2. wvyndsobime libovolny Tddek nenulovym cislem,
3. pricteme k danému Fddku (nebo odecteme od daného Fadku) libovolny
ndsobek jiného Tddku.

Upravy z predchozi véty souhrnné nazyvame elementdarni radkové ipravy. Po-
moci téchto uprav prevedeme matici na tzv. schodovity tvar, ze kterého jiz
snadno ur¢ime hodnost matice.

Definice 1.11. Rekneme, ze A je matice ve schodovitém tvaru, jestlize v ma-
tici A kazdy nenulovy Fadek zacind vétsim poctem nul neZ predchozi fadek.

Je-li nenulova matice A ve schodovitém tvaru, pak svym tvarem skuteéné od-
povida tomuto nazvu, nebot nuly v matici A tvori jakési ,,schody“. Pritom
prvni fadek muze (ale nemusi) za¢inat nulou (resp. nulami), druhy fadek vsak
jiz musi zac¢inat alespon jednou nulou, tfeti fddek musi zacinat alespon dvéma
nulami atd.

Priiklad 1.12. Nésledujici matice jsou ve schodovitém tvaru:

1 01 1 00 1 0 01
A=({011]), B={0O0O0], C=|00T1P0
0 0 3 0 00 00 00 n

Véta 1.13. KaZdou matici lze koneéngm poctem elementdrnich tddkovijch
iuprav prevést do schodovitého tvaru.

Véta 1.14. Hodnost matice ve schodovitém tvaru je rovna poctu jejich nenu-
lovyjch Tddki.

Priklad 1.15. Uvazujme matice z piikladu 1.12. Jejich hodnost je

h(A)=3, h(B)=1, h(C)=2. o

Algoritmus (postup) prevodu matice na schodovity tvar je nasledujici:

1. V prvnim kroku pfevedeme matici do tvaru, kdy méa na pozici (1,1) (prvni
fadek a prvni sloupec) nenulovy prvek aj; a ostatni prvky v prvnim sloupci
jsou nulové, tj.

ailr x Kk ... %k
0 * * ... %



